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Circulaire de Monsieur le Ministre de l'Instruction publique 

à MM. les Recteurs, 

Paris , 17 octobre i838. 
Monsieur le Recteur, 

Les principaux Libraires de Paris, qui s^occupent de la publication des 
Livres employés dans renseignement , en me faisant connaître qu^il existe 
de nombreuses contrefaçons de ces ouvrages, se plaignent de la facilité avec 
laquelle elles sont introduites dans les Collèges et dans les Écoles primaires , 
où leur prix semble, disent-ils, les faire préférer aux éditions originales. 
De là le double, inconvénient de propager Tusage d^éditions incorrectes et de 
décourager les Éditeurs légitimes qui, trompés dans leurs prévisions; sont 
souvent forcés de renoncer, au détriment de la science, à améliorer et même 
à publier des ouvrages qu^ils craignent de ne pouvoir exploiter sans dommages 
et sans troubles. 

Vous voudrez bien, en conséquence, Monsieur le Recteur, inviter les chefs 
d^établissements dUnstruction secondaire et d^instruction primaire à prendre 
des précautions pour qii*aucunp édition contrefaite ne soit à Pavenii- admise 
dans les Collèges et dans les Écoles. Vous appellerez leur attention sur les 
inconvénients qui résultent, pour les études, de V incorrection de ces éditions. 
II y a d''aiUeurs, dans le fait de la contrefaçon, une action coupable que la 
loi et la morale réprouvent également , et dont aucun membre de TUniversité 
ne voudra, j^en suis assuré, se rendre bomplioe. Je vous invite à rappeler à 
MM. les chefs d^élablissemenis de tous les degrés qu^ils ne doivent employer 
que des Livres régulièrement approuvés ou autorisés par PUniversité, et à 
leur faire remarquer que comme Pindication du nom de*PÉditeur accom- 
pagne toujours le titre des ouvrages dans les noti{lcations des décisions dont 
ces ouvrages ont été Pobjet , toute erreur est facile à éviter. L^iniérèt des 
études leur prescrit d'y veiller. 

Le Ministre de l'Instruction publique, grand-mattre 

de l'Université , 

Signé Salvandy. 



Par acte authentique entre Monsieur et Madame Lacroix, 
M. Bachelier est aujourd'hui seul propriétaire des OEuvres de 
S. -F. Lacroix. 

Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas y 
comme ci-dessous ^ la griffe du Libraire-Propriétaire , sera réputé 
contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre, 
conformément' à la loi, les fabricants et les débitants de ces 
exemplaires. 
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AVIS DU LlBRâlRE. 



L'Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage, 
ainsi que de toutes les autres parties de son 
Cours, dans ses Essais sur l' Enseignemmt en 
général, et sur celui des Mathématiques en 
particulier, où il s'est proposé de réunir ce qu'il 
y a de plus précis et de plus important sur la 
philosophie de ces sciences. 
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iïlPPLICATlON DE L^iBRE 1 Ll fitOIÉTRIE. 
CHAPITRE PREMIER. 

De la Trisonomëtrie rectlllsne. 

4. Dans un triangle recliligne, il y a six choses à 
considérer, savoir, trois angles et trois côtés; mais il 
suffit de connaître un certain nombre de ces diverses par^ 
lies pour déterminer les autres. Il suit, en effet, des pro- 
positions démontrées relativement aux triangles égaux, 
que l'on peut toujours construire un triangle lorsqu'on 
connaît trois des six choses qui le constituent, et que, 
parmi les choses connues, il se trouve au moins un côté. 
Pour ne rien laisser à désirer sur la théorie des triangles, 
il faut pouvoir appliquer le calcul aux constructions 
géométriques, parce que l'exactitude de ces dernières est 
limitée par rimperfection des instruments, tandis qu'on 
est toujours maître de pousser le calcul jusqu'au degré 
de précision qu'on veut. Tel est l'objet qu'on se pro- 
pose dans la Trigonométrie rectUigne, 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer par 
une suite d'opérations numériques , ou par des formules 
algébriques, les relations qu'ont entre elles les différentes 

TRIGONOMÉTRIE, lO® écUt. j 
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parties d'un triangle , ont dû se trouver arrêtés par la 
difficulté de faire entrer dans le calcul la grandeur des 
angles, qui, mesurés par des arcs de cercle, ne peuvent 
être facilement comparés avec les lignes droites ; mais ils 
ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient, par un moyen 
quelconque, calculer une suite de triangles dont les angles 
eussent toutes les valeurs possibles , celte suite en, renfer- 
merait nécessairement un qui serait semblable au triangle 
que l'on aurait à déterminer, quel qu'il fût, et qu'alors 
de simples proportions suffiraient pour déduire les parties 
du second de celles du premier. L'exemple suivant éclair- 
cira ce que ces notions peuvent avoir d'abstrait. 

2. Je suppose que, dans le triangle ABC (Jig* i") ^ 
on connaisse l'angle B, l'angle C et le côté BC -, on cher- 
chera dans la suite des triangles calculés, celui qui a deux 
angles ê et c respectivement égaux aux angles B et C : 
il sera nécessairement semblable au triangle proposé 
ABC 5 et puisque toutes ses parties ab^ ac^ bc sont con- 
nues , on aura les proportions 

bc: ab W^BC: AB, bc \ ac \\ BC : AC, 

dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera, par conséquent, 

AU = j 9 Ati =: ; : 

bc bc 

et comme on a d'ailleurs A = « , toutes les parties du 
triangle ABC seront déterminées. 

3. Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer 
d'une suite de triangles faits sur tous les angles possibles, 
et dont les côtés seraient calculés , il est naturel de cher- 
cher les moyens de former une pareille suite. Pour con- 
sidérer d'abord le cas le plus simple, je suppose que les 
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectangles; 
il est facile de voir qu'on pourra les construire tous dans 
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un quart de cercle, en abaissant de chacun des points 
de l'arc AB (fig- 2) des perpendiculaires MP, M'P', 
M^'P"^ etc. , sur le rayon AC, et tirant les rayons MC, 
M'C, M'^C, etc.-, les triangles MPC, M'P'C,M"P''C, etc. , 
formés ainsi, seront rectangles en P, P', P'^, etc. , et les 
angles MCP, M'CP', M'^CP'', etc., auront successive- 
ment toutes les valeurs possibles ; «nfin , les angles CMP, 
CM'P', CIWP", etc. , qui, avec les précédents , forment 
un angle droit , seront aussi tels que Fexige la nature des 
triangles rectangles, et il ne saurait exister de triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu'un de ceux 
que fournit la construction présente. Il est à propos de 
remarquer que ces derniers ont tous une même hypoté- 
nuse, égale au rayon de l'arc AB. 

4. On peut encore former une suite de triangles rec- 
tangles , ayant tous un des côtés de l'angle droit égal au 
rayon du cercle; il suffit pour cela d'élever la tangente in- 
définie AT, à l'extrémité du rayon AC , et de mener, 
par le centre C et par les points M , M', M", etc. , les sé- 
cantes CN, CN'j CN'^, etc. Il est évident que les triangles 
CAN, CAN', CAN", etc., auront successivement toutes les 
combinaisons d'angles qui peuvent exister dans un triangle 
rectangle ] et parmi ces triangles il s'en trouvera nécessaire- 
ment un semblable à tel triangle rectangle qu'on voudra. 

5. Dans les triangles CPiM,CP'M',CP'' M'', etc., dont 
l'hypoténuse ne change pas, les côtés PM, P'M', 
P'^M", etc. , qui croissent en même temps que les angles 
ACM, ACM', ACM'^ etc., et que les arcs AM, AM', 
AM'^, etc. , qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le sinus 
de l'arc AM; la ligne P'M' est de même le sinus de l'arc 
AM', et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus d'un 
arc est la perpendiculaire abaissée de l'une des extré- 
mités de cet arc, sur le rayon guipasse par l'autre ex- 

I. 
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trémité. Les lignes CP, CP', CP'', etc., qui diminuent 
lorsque les arcs AM, AM', AM", etc., augmentent, sont 
respectivement égales , comme parallèles comprises entre 
parallèles , aux perpendiculaires MQ, M'Q', M" Q", etc. , 
abaissées des points M, M', M'', etc., sur le rayon CB 
perpendiculaire au rayon CA *, et il est évident que les 
lignes MQ, M'Q', M''Q'', etc., sont, par rapport aux 
arcs BM, BM', BM'V etc. , ce que sont PM, P'M', 
P''M'', etc. , par rapport aux arcs AM, AM', AM'', etc. , 
et que, par conséquent, MQ est le sinus deBM, M'Q' 
celui de BM', M" Q" celui de BM", etc. 

Deux arcs qui , pris ensemble ou soustraits l'un de 
l'autre , donnent le quart de la circonférence, sont dits 
compléments Vuxi deTautre. Lesarcs BM, BM', BM", etc., 
sont respectivement les compléments de AM, AM', 
AM", etc. On a désigné les lignes MQ, M'Q', M"Q", etc. , 
ainsi que leurs égales CP, CP', CP", etc., sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AM', AM", etc. D'après ces no- 
tions, le cosinus d'un arc est le sinus du complément de 
cet arc , et est égal à la partie du rayon comprise entre 
le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CP'M', CP"M", etc. , 
qui ont tous une même hypoténuse, sont donc formés 
par le rayon du cercle et par le sinus et le cosinus de celui 
de leurs angles aigus qui a son sommet au centre (*). 

6. Je passe aux triangles CAN, CAN', CAN", etc. 
Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM, AM', 
AM", etc., parce qu* on nomme sécante d'un arc le rayon 
mené par une des extrémités de cet arc, et prolongé jus- 
if u à la rencontre de la tangente menée par l'autre 
extrémité. Les portions AN, AN', AN", etc., prises sur 



( * ) La partie AP du rayon AC , comprise entre le pied du sinus et 
l'extrémité de l'arc, se nomme sinus verse. Cette ligne, d'ailleurs, n'est 
f d'aucun usage dans la Trigonométrie élémentaire. 



DE TRIGONOMÉTRIE. 5 

la taiigojiie Aï, sont les laiigeiiles des arcs AM, AM', 
AM'', etc., parce que Von est com^enu d* appeler tan- 
gente d^un arc la partie qu interceptent^ sur la tan- 
gente menée par Vune des extrémités de cet arc^ les 
deux rayons qui le terminent (*). 

7. Si , par rextrémité B de l'arc AB [fig. 3 ), on mène 
la tangente B/i prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre la 
sécante CN, la ligne Cn est la sécante de l'arc BM, com- 
plément de AM, et se nomme la cosécante de AM^ la 
ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM, 
parce qu'on appelle cotangente et cosécante d^un arc, 
la tangente et la sécante de son complément* La cotan- 
gente et la cosécante , comme on voit , ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

8. Les tangentes et les sécantes ont, avec les sinus et 
les cosinus, des relations très-simples, au moyen des- 
quelles on peut trouver les unes lorsqu'on connaît les 
autres. Les triangles CPM et CAN, étant semblables, 
donnent 

CP: PM :: CA : an, 

d'où Ton tire 

^„ PMXCA 

AN=: ; 

CP ' 

mettant, au lieu des lignes CP, PM, AN, leur désigna- 
tion, savoir: cosAM, sin AM, tangAM, et représentant 

le rayon C A par R , on aura 

RsinAM 

tanc AM = 

^ ces AM 

(^) On voit ici les mots sécante Qi tangente, pris dans une acception 
différente de celle qu'on leur donne dans les Éléments de Géométrie. 
Dans cette partie des Mathématiques , la sécante et la tangente sont des 
droites indéfinies , dont Tune coupe le cercle , et Tautre le touche ; 
mais , en Trigonométrie , les mêmes dénominations s'appliquent toujours 
à des lignes d'une grandeur déterminée : quand il peut y avoir équi- 
voque , on appelle ces dernières tangentes et sécantes irigonométriqucs. 
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Des mêmes triangles CPM et CAN , on déduit aussi 

CP:CM :: CA : CN, 

ce qui conduit à 

CI, ^ CM X CA ^ 
CP 
mais 

CN = sécAM, CiVli=CA = R, CP = cosAM; 

donc 

R^ 



séc AM = 



cos AM 



9. Si l'on compare entre eux le triangle CAN et CBn , 
qui sont encore semblables , puisqu'ils sont tous les deux 
rectangles , et que l'angle ACN = C n B comme alternes- 
internes par rapport à la sécante CN , on aura la pro- 
portion 

AN : CA :: CR ou ca : R/?, 

qui donne 

CÂ' 

ce qui revient à 

cotAM = 



tuDg A M 

Cette proportion et celle qui a été trouvée pour la 
sécante font voir que le rayon est moyen propoi*tionnel 
entre la sécante et le cosinus, entre la tangente et la 
cotangente, puisqu'on a 

cos AM X séc AM = R% tang AM X cet AM = R'. 

10. Avec ce qui précède , il ne manque plus , pour être 
en état de construire les Tables nécessaires à la Trigono- 
métrie , que de connaître les moyens de calculer les sinus 
et les cosinus seulement. Le cosinus même se déduit immé- 
diatement du sinus*, car le triangle rectangle CPM, qui 
les contient l'un et l'autre et qui a pour hypoténuse le 



DE TRIGONOMÉTKIE. 7 

rayon , donne 

Pm' + CP'= cm', ou (sin AM)» + (cos AM)»= R% 

c'est-à-dire que le carré du rayon est égal à la somme 
des carrés du sinus et du cosinus; d'où il suit 

cosAMrr: v/r» — (sin AM)'. 

La proposition suivante, qui donne l'expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu'elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus et 
des cosinus. 

1 1 . Soient deux arcs quelconques a et b\ on aura 

. , ... sin a ces bdcûnb ces a 

sm(«±6)= , 

Jtv. 

/ _i_ » X ces a CCS b ir: sin a sin b 

ces (a± 0]^=. -L- . 

^ R 

Pour le prouver, il faut prendre sur le cercle AMB 
[fis* 4) ï*2irc AM = a ; porter de chaque côté du point M, 
les arcs MN et MN', égaux à i; tirer la corde NN' ; des 
points N, M, N', abaisser sur le rayon AC les perpen- 
diculaires NQ, MP, N'Q'^ par le point M, mener le 
rayon MC , et du point E , où il rencontre la corde NN', 
abaisser sur AC la perpendiculaire EF5 eniSn par les 
points E et N', mener les droites ED , N'G parallèles à AC. 

Cela fait, on voit : i^ que NQ est le sinus de l'arc 

AN = AM + MN = a -I- /> , 

et que CQ est le cosinus du même arc \ 2? que N'Q' est 
le sinus de l'arc 

AN' = AM — MN' = a — ^, 

et que CQ' en est le cosinus. Mais , la corde NN' étant né- 
cessairement partagée en deux parties égales au point E, 



\> 
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puisque le rayon CM passe par le milieu de l'arc NN', 
d'après la construction , il suit de la similitude évidente 
des triangles NED, NN'G, que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point D , et que DN = DG. De 

plus, 

DQ = EF, GQ = N'Q', DE = FQ , 

à cause des parallèles *, et comme DE est la moitié de N'G , 
FQ sera la moitié de Q' Q ; en sorte que 

Q'F = QF = DE; 
enfin 

NQ = DQ + DN = EF + DN, 

N'Q' = GQ = DQ — DG= EF - DN, 

CQ = CF — FQ r= CF — DE, 

CQ' = CF + FQ'= CF -H DE. 

Mettant pour NQ, N'Q', CQ, CQ', leurs désignations 
respectives, savoir, 

sin(a4-^)> s\n{a — b), cos(«-h6), cos(« — ^), 

r 

on a 

sin(a + ^) = EF H-DN, cos(a+ ^)=:CF — DE, 
sin(« — ^) = EF — DN, ces (« ~ ^) = CF -H DE; 

et il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF , CF, 
DN et DE. 

Les deux premières s'obtiennent par les triangles sem- 
blables CMP et CEF, dont on tire 

CM : PM :: CE : ef, cm : CP :: CE : cf. 
Or 

AM = a , PM = sin û , CP = cos a , 

et il suit des définitions du sinus et du cosinus (5) que EN 
est le sinus de Tare MN , que CE en est le cosinus , et 
que, par conséquent, 

EN = sin ^ , CE = cos b j 
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d'ailleurs CM= R : substituant ces valeurs dans les pro- 
portions ci-dessus , on trouve 

__ PM X CE sin rt ces b 

EF mis - •""* ■ % 

CM R 

CP X CE cos a ces b 
"" CM " R 

Comparant ensuite les triangles GlilP, DEN, qui sont 
semblables parce que les côtés du second sont perpendi- 
culaires à ceux du premier, on déduit de ces triangles , 

cm:en::cp:dn, cm:en::pm:de. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles 
donnent 

_ EN X CP _ sin b cos a 



DE = 



CM R 

PM X EN sin a sin b 



CM R 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a + b) et de sin [a — fe), de cos [a -{-b) et 
de cos (a — t), il vient les quatre équations 

sin a cos 6 -|- sin 6 cos a 



sin (a -f- ^) = 
sin(fl — b)'= 



R 

sin a cos b — sin b cos a 
R 



, , . cos a cos b — sin rt sin b 

cos(«H-6)=r 5 

J\ 

, , , cos a cos b -{- sm a sin b 

cos [a — 6) = ? 

il. 

comprises dans Ténoncé de la proposition (*). 

{*) Dans la figure, on a pris des arcs tels, que leur somme est 
moindre que le quart delà circonférence; mais il ne serait pas diflicilc 
d'approprier la construction aux autres cas, et il n'en résulterait dans 
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Avec ces équations , on peut trouver le sinus et le co- 
sinus d'un arc double, triple, et, en général, multiple de 
celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet, si 
Ton prend successivement t = a, ft = 2 a , on aura 

2 sin a ces a 

sin 2 fl = 9 

B. 

ces a} — sin à^ 

ces 2 a =r , 

B. 

. o sin a ces 2 a -h sin 2 a ces a 

sm ifl = ? 

R 

cos a ces 2 « — sin a sin 2 a 



ces 3fl = 



R 



et Ton tirera des deux dernières équations sin 3 a et 
cos 3 a, lorsque sin 2a et cos la seront calculés. 

._._,, . . 2 sin a cos a , . . , 

12. L équation sin2a= ^ conduit aussi du 

sinus d'un arc a à l'expression du sinus de sa moitié. Si 

l'on remplace cos a par sa valeur ^R* — sin a* (^j^îl 
vient alors 

2 sin a i/R*' — sin a} 

sm 2fl = ;; 5 

R 
et , en élevant au carré , on trouve 

R' sin 2 a' = 4 R" sin a} — 4 sin «^ ; 

prenant sin a pour l'inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré, 

les formules ci'-dessus que des changements de signes, conformément 
aux lois qui seront reconnues ci-après (22 et suiv.). Cependant, afin de 
ne rien laisser à désirer sur ce sujet, j'ai rapporté à la fin de l'ouvrage, 
dans la Note A , un procédé pour obtenir les mêmes formules d'une ma- 
nière moins dépendante des circonstances de la figure. 

( * ) Le lecteur est prévenu que dorénavant je désignerai le carré du 
sinus de l'arc a par sin a*, expression qu'il ne faut pas prendre pour le 
sinus du carré de l'arc a; ainsi sin «' = (sin «)'. 
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on obtient 



Si l'on fait aa = a', on aura 



a = \a', 



et , par conséquent , 

sin -i «' = ±: V/| R' ±1 R y^R» — sin a'\ 
ou 

sin \a' =z±\ v/2 R' ±: 2 R ces «', 

en mettant cos a'^ au lieu de R* — sin a'^ (^O)? en mul- 
tipliant les quantités sous le radical par 4 ? et en divisant 
au dehors par 2 , ce qui ne change rien à l'expression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d'un 
arc lorsqu'on a celui de cet arc. 

13. On peut arriver à ce résultat par une construction 
très-simple. 

Si l'on mène le rayon CN qui divise l'arc AM [fig- 5) 
en deux parties égales, la corde AQM se trouvera égale- 
ment divisée en deux parties égales, et QM sera le sinus 
de MN ou de la moitié de AM ^ le triangle AMP, rectangle 
en P, donnera 

AM= VPmVÂp'; 
et comme 

AP = AC — CP = R — cos AM = R — cos «', 

que d'ailleurs 

PM = sin AM = sin a', 
on aura 



AM = ^sin a'» 4- R^ — 2 R cos a' -h ces a'^ = \/2R'— 2Rcosfl% 

à cause que sin a'* -f- cos a'* = R* (10) , et Ton en dé- 
duira 



QM = I AQM = I SI2.K- — 2R cos a'. 
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On ne trouve de cette manière que la deuxième valeur 
de sini-a': l'autre est MQ'^ car l'arc MJS'A', qui com- 
pose, avec Tare AM, la demi circonférence, a aussi pour 
sinus PM puisque cette ligne est bien en effet la perpen- 
diculaire abaissée de l'extrémité M sur le rayon CA' qui 
passe par l'autre extrémité (5)-, et rien dans l'équation 
d'où Ton est parti , ne faisant connaître lequel de ces deux 
arcs on se propose de diviser, on doit trouver en même 
temps le sinus de la moitié du premier et celui de la moitié 
du second. Suivant la construction, on aurait 

A' M = v/pmV Â^'= V/PM-+-(A'C + CP)-^ 
= y/sin a"" + (R + cos a! Y 



= \/sin fl'' -h R' -I- 2 R cos a' -h cos a 



li 



= yaR^-i- 2Rcos«% 
et, par conséquent. 



MQ' = sin I a' = i y/^R' 4- 2 R cos-rt', 

résultat qui est la première valeur de sin -^a' . 

Il faut bien observer que, quoique sin a' soit le même 
dans les deux valeurs de sin- a', l'arc a' est différent : 
pour l'une d'elles, cet arc est AM, et pour l'autre A' M, 
qui est le supplément de AM: car on entend par le sup- 
plément d'un angle ou d*un arc ce quil faut ajouter à 
cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits ou la 
demi-circonférence. On conclura aussi de ce qui précède 
que le sinus du supplément d*un arc est le même que celui 
de cet arc. Je donnerai plus loin des notions générales 
sur les différents arcs qui peuvent avoir le même sinus, la 
même tangente, etc. 

14. 11 suit encore de ce qui précède, que le sinus d'un 
arc quelconque AN est la moitié de la corde AM de l'arc 
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double ANM , et que la corde AM est le double du sinus 
de Parc AN, moitié de ANM 5 de manière que lorsque les 
sinus sont connus , on en déduit les cordes , et réciproque- 
ment. 

15. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus que 
Ton a besoin de calculer, mais seulement leur rapport 
avec le rayon, puisqu'il suflSt de connaître dans tous les 
triangles CPM, CP'M', etc. (fig- 2) , les rapports que les 
côtés ont entre eux. On peut en conséquence, pour plus 
de simplicité, prendre le rayon pour unité, et exprimer 
les sinus PM, P'M', etc., en parties décimales de cette 
unité, ou, comme on le faisait autrefois, supposer ce 
rayon divisé en 100 000 parties. 

16. Il est à propos d'observer que la longueur d'un arc 
est toujours moindre que celle de sa tangente, et plus 
grande que celle de son sinus. En elfet, si Ton prend au- 
dessous du rayon AC (Jig* 6) l'arc AM' = AM, que l'on 
tire la corde MM' et que l'on mène les tangentes MT, M'T, 
il est facile de voir que ces tangentes doivent rencontrer 
toutes deux le rayon AC dans un même point, puisque 
les triangles CMT et CM'T sont égaux. Les lignes MT 
et M'T étant égales aussi bien que les lignes PM et PM', 
et les arcs AM et AM', on aura 

2AM<2MT et 2AM>2PM, 

parce que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones inscrit 
et circonscrit (Géom.^ 151) (*)•, et Ton en conclura 

AM<MT, AM>PM 



(*) La proposition rappelée ci-dessus est un cas particulier de cette 
autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens sont d'autant 
plus longues qu'elles s'écartent davantage de la ligne droite. En effet, si l'on 
mène à la ligne courbe ACB {fg'"},* intérieure à la courbe AMB, une tan- 
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Je ferai remarquer, à cette occasion, que le lappori 
entre la tangente et le sinus d'un arc tend sans cesse vers 
Tunité, à mesure que l'arc diminue; en effet, de 



on tire 



R sin a . , 
tangfl = (8) 

COSfl ' 



sin a ces a 



tang a R ' 

et comme cos a approche sans cesse de R , il s'ensuit que 

la fraction — :^ approche aussi de plus en plus de l'unité , 

qui en est par conséquent la limite [Alg,^ 234). 

17. Il suit de ce qui précède que la valeur de la tan- 
gente et celle du sinus d'un petit arc AM, ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres , 
et que , par conséquent , ces premiers chiffres donneront 
aussi une valeur approchée de l'arc. En prenant, par 
exemple, PM = o,oooi, on trouve 



CP = v/cm' — Pm' = 0,999 999 995 , 



et 



^,^ CM X PM ^ 

MT = -^ = 0,000 100 000 000 5 , 

valeur qui ne diffère de PM qu'au treizième chiffre : on 



gente DE, cette tangente sera plus courte que Tare DMË, et Ton aura 

ADEB<AMB. 

Tirant ensuite par les points H et L placés entre A et C, entre C et B, les 
tangentes FG , IK, on formera une nouvelle ligne brisée AFGIKB, qui sera 
moindre que la première, puisque FG <FD-i-DG, IK <IE-t-EK. Il est 
évident que l'on construira de la même manière une suite indéfinie de 
lignes brisées qui iront sans cesse en diminuant à mesure qu'elles appro- 
cheront de se confondre avec la courbe ABC, qui sera donc non-seulement 
plus petite que AMB, mais encore que toutes les lignes brisées dont on 
vient de parler. 
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peut donc prendre ce nombre pour la valeur de l'arc AM 
exprime en parties du rayon (*). 

18. Pour appliquer les formules des n^^ 10, H et 12, 
il faut connaître au moins le sinus de l'un des arcs compris 
dans le quart de la circonférence ; or il y a deux de ces 
arcs dont le sinus est facilement connu , savoir, ce quart 
et son tiers. En effet , le sinus du quart de la circonférence 
n'est autre chose que le rayon, et le sinus du tiers de cet 
arc est égal à la moitié du rayon. 

La première de ces valeurs est évidente par \aifig. 2 ; et 
la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone inscrit 
est égal au rayon (Géom,^ 146). Ce côté [fig^ 8) étant la 
corde du tiers de la demi-circonférence, donne par sa moi- 
tié le sinus du tiers du quart de cette circonférence (14-). 

En partant du quart même , la formule 



sin -j û' = Y ^2 R' — 2 R cos «' 

donne le sinus de la moitié de cet arc, puis celui de la 
moitié de cette moitié ou du quart, et conduit à toutes les 



(*} La même chose se prouve en réduisant en série l'expression de la 
tangente. En effet, on a 



sin a sin a 


(8',' 10) 


cos a y/i — sina» 


ueR — i; mais 




sin a . , 


1 



V I — sin a} 

développant la dernière quantité par la formule du binôme , on trouvera 

tang a = sin a -+- Y sin a' -t- f sin «*-+-.... 

Il est évident que tant que sin a sera une petite fraction décimale, le 
terme { sin a" ne pourra influer que sur les derniers chiffres de l'expres- 
sion de tang a , et que , dans les premiers , on aura 

tang a = sin a. 
Pour sin a = 0,0001, on a 

\ sin a' = 0,000 000 000 000 5, 
résultat qui ne peut changer que le treizième chiffre. 



^ 
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fractions comprises dans la suite 



1 i_ j[ _i_ _i_ 

"a) 45 8? 16» aar**"* 



La même formule, lorsqu'on fait d'abord a' égal au 
tiers du quart de la circonférence, détermine successive- 
ment les sinus des fractions 



j_ j[_ __t_ _i_ _i_ 

6? 18' Ï4» 48» 96>''* 



de ce quart. 

On voit par là que s'il était d^ivisé en un nombre de 
parties égales à quelqu'un des dénominateurs des fractions 
ci-dessus, on trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties, et l'on en formerait une Table, en les inscri- 
vant à côté des arcs auxquels ils appartiennent ; mais il 
n'en est pas ainsi : les astronomes indiens seuls paraissent 
avoir divisé le quart de la circonférence en 24 parties , 
pour en calculer les sinus (*). Un usage très- ancien, et 
ensuite d'autres raisons ont fait adopter des divisions diffé- 
rentes des progressions indiquées ci-dessus. 

19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu'on appelait degrés^ on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes^ 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes ^ 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tierces, etc. 
La marque des degrés est le caractère ^ placé à la droite 
du nombre et au-dessus , celle des minutes ', celle des se- 
condes ", celle des tierces '", etc. , en sorte que 4 2*^ 3 1' i4" 5'" 
signifie 4^ degrés 3i minutes i4 secondes 5 tierces. 

Puisque dans la mesure des angles on n'a aucun égard 
à la valeur absolue des arcs , mais seulement à leur rapport 
avec la circonférence entière, il semblerait fort naturel de 
la prendre pour l'unité, et d'exprimer les arcs par des 



(*) Voyez V Histoire de l'Astronomie ancienne, par Delambre, tome I, 
page /|5G. 
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fractions, soit quelconques, soit décimales. Cependant 
quelques considérations particulières ont déterminé les 
savants chaînés de la réforme des poids et mesures, à 
prendre Tangle droit pour l'unité des angles, et par con- 
séquent le quart de la circonférence, ou le quadrant, 
pour l'unité des arcs. Ils l'ont divisé en loo parties égales, 
qu'ils ont nommées grades^ et qu'ils ont substituées aux 
anciens degrés^ puis chacun de ces grades en loo parties 
égales. Ces dernières divisions remplacent les minutes et 
peuvent être subdivisées autant qu'on le voudra, suivant 
la progression décimale. 

En employant dans le cours de cet ouvrage la nouvelle 
division du cercle, j'exprimerai les arcs par des nombres 
décimaux écrits à l'ordinaire; mais je placerai au-dessus 
du chiffre des unités , et à droite , la lettre "y, pour désigner 
que l'unité est le quart de la circonférence et pour empê- 
cher que l'on ne confonde les mesures d'arc avec les autres 
nombres : 0*^,435, par exemple, représentera Tare égal 
^ jih ^^ TTvh ^^ quadrant, et sera, par conséquent, 
composé de 43 grades et 5o minutes (*). 

20. Le rayon du cercle pour lequel on se propose de 
construire les Tables étant i, et sa circonférence étant 
désignée ordinairement par 2 tt, le sinus de AB [fig- 9) , 
ou sin -j TT = I ^ on a d'ailleurs cos ^ tt = o : posant donc 
a' = { TT , la formule 



sin^fl' = |\/2R'— aRcosa' (tS) 



(*) Il parait que les principales raisons qui ont fait choisir Vanglc 
droit pour unité , sont i^ que le cercle entier, à proprement parler, ne 
mesure point un angle, puisque alors le rayon mobile CM {fy. a) est 
revenu s'appliquer sur le rayon CA ; 2® que le sinus , auquel on rap- 
porte toutes les autres lignes trigonométriques , prend dans retendue 
du quart de cercle, ou de l'angle droit, toutes les valeurs dont il est sus- 
ceptible. 

TRIGONOMÉTRIE, lO® édît, 2 
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fait voir que le sinus de la moitié du quart de la circonfé- 
rence, ou de 7 TT, est ^ sl*i (*). 

L'arc AB = ^-tt étant pris pour unité, AM sera de 
o'^jS 5 on aura donc 

sin oî,5 = CCS o5',5 = ^ ^ = 0,707106781 186. 

Maintenant, si l'on fait 0*^,5 = a\ on trouvera 

sin j fl' = sin 0^,25 = o ,382683432365 , 
ces y «' = cos 0^,25 = o ,9238795325 1 1 ; 

mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égales, on ne tombera sur aucune des aliquotes 
décimales du quadrant : on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits , et qui , par cette raison , ap- 
procheront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17). A 
la quatorzième division , par exemple , on arrive à un arc 
qui n'est que 7~j-j du quadrant, et dont le sinus est 
0,000 095 873 799, moindre, par conséquent, que 0,0001: 
la petitesse de cet arc est donc telle, qu'il ne diflérera point 
de son sinus dans les douze premiers chiffres décimaux. 
A plus forte raison en sera-t-il de même pour les arcs 
moindres 5 or il est visible que tous les arcs qui se con- 
fondent avec leurs sinus et leurs tangentes sont propor- 
tionnels à ces lignes : il vient donc 

sin-TTTZw • sin : : ■ n^of • ^^^ * • looooo : i6384, 

io3o4 I 00000 io3o4 ï 00000 ^* 

d'où 

11 



1 6384 sin 



• . '6384 

sm 0^,00001 = -^ = 0,000 oi5 707 q63, 

1 00000 i i XJ •* 



(*) On peut aussi s'en convaincre à priori, puisque le triangle CMP 
^fi%' 9) ®s* alors isocèle, et que l'on a, par conséquent, 

2PM* = CM' = i, 

d'où 

PM**=:4, et PM=VïX=v/2X|t=.;v^. 
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au moins dans les douze premières décimales. On trouve 
par la même raison 

sin 0^,00002 = 2 sin 0^,0000 1 , 
sin oï,oooo3 = 3 sin 0^,00001 , 
sin 0^,00004 = 4 ^^^ 0^,00001 , 



et ayant soin de calculer en même temps le cosinus et 
la tangente de chacun de ces arcs , on peut suivre cette 
voie tant que le sinus et la tangente correspondante se 
confondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l'on ne voidait avoir les valeurs approchées que 
jusqu'à la huitième décimale , on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à Tare de o'',ooi. 

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands , on se ser- 
vira, des équations 

sio 2 ei = 2 sin a cos a , 



ces 2 rt = cos a^ — sm a', 



sin {azhb) = sîn a cos ^ ± sin ^ cos a , 
cos (adob) = ços « cos bzfzsina sin b. 

Faisant successivement 

a = o?,oo I , fl = 0^,002 , . . . , 

dans les deux premières , on en déduira 

sin o?,oo2 , cos 0^,002 , sin 0^,004 y cos o?,oo4 9 • • • 9 

et prenant ensuite 

fl = OÎ,OOI, ^ =OÎ,002, <at = 0Î,002, ^ = o^'jOoS,. . . , 

on obtiendra , par le moyen des deux dernières , 

sin oî,oo3, coso^,oo3 , sin oî,oo5, cos oî,oo5 , . . . . 

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a 
pu former les Tables trigonométriques. Il existe d'ail- 
leurs des méthodes plus expéditives pour calculer les 
siiïtis des angles quelconques , par le moyen de séries con- 



2. 
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vergentcs qui se dédiiiscnl des équations du n° 11. Ou 
les trouvera dans les deux Traités que j'ai publiés sur le 
Calcul diirérentiel et le Calcul intégral. 

21 . Pour faciliter les calculs , on a substitué depuis 
longtemps aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et 
co tangentes, leurs logarithmes-, et dans la plupart des 
Tables , on ne trouve plus que ces derniers , en sorte que, 
par leur moyen , on résout toujours l'une ou Tautre de 
ces questions : 

1*^. Un arc étant donnée trousser le logarithme de son 
sinus, ou de son cosinus^ ou de sa tangente, ou de sa co- 
tangente ; 

2*^. Connaissant le logarithme du sinus, ou du cosinus, 
ou de la tangente , ou de la cotangente d'un arc, trou\>er 
cet arc. 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
Tables, disposition qui n'est pas la même dans toutes, 
et qui se trouve toujours expliquée eu tête de chacune 
d'elles 5 c'est pourquoi je n'en parlerai point ici. Je me 
bornerai à indiquer les Tables de Callet comme les meil- 
leures , relativement à l'ancienne division , et celles de 
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler, par rapport à 
la nouvelle. 

Les Tables trigonométriques n'embrassent que Tétendue 
du quart de cercle \ mais elles donnent malgré cela les 
sinus et les cosinus, les tangentes et les co tangentes, pour 
tous les arcs, quelque grands qu'ils soient, ainsi que je 
vais le faire voir en examinant la marche des lignes trigo- 
nométriques, par rapport aux divers degrés de grandeur 
par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre , il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différents résultats qu'on déduit d'une même 
expression algébrique, ou d'une même construction géo- 
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métrique, et qui consiste en ce que chaque >alcur que 
prend l'expression dont il s'agit, est toujours précédée 
ou suivie de valeurs qui diiîêrenl aussi peu qu'on voudra 
de la première, et en ce que, dans quelque partie que ce 
soit d'une ligne, on peut toujours concevoir deux points 
qui soient aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra. 

Cela posé , si Ton conçoit que le rayon CM [fig* lo) , 
d'abord couché sur AC , tourne autour du point C , comme 
sur une charnière, ce rayon formera successivement, 
avec AC, tous les angles possibles 5 et le point M, situé à 
son extrémité , passera sur tous les points de la circon- 
férence du cercle ABA'B'A, ou, ce qui est la même 
chose, la décrira. En suivant avec attention le mouve- 
ment que je viens d'indiquer, on voit d'abord qu'au point 
A , où l'arc est nul , le sinus est nul aussi , et le cosinus 
ne diffère pas du rayon AC. Lorsque le rayon CM s'est 
détaché de AC , le sinus PM augmente à mesure que h» 
point M, que j'appellerai désormais le point dcciwant ^ 
s'avance vers B; et quand il y est parvenu, PM devient 
égal à CB , ou au rayon. Dans les mêmes circonstances, 
le cosmus CP diminue sans cesse, et devient nul lorsque 
le point M est en B-, l'angle ACB est alors droit, et l'arc 
AB = -j TT. Le point M continuant son mouvement au 
delà du point B, le sinus décroît, et le cosinus, qui 
tombe maintenant entre C et A', du côté opposé à celui 
où il était avant le point B , augmente. C'est ce que prouve 
la seule inspection de la figure : P'M', vsinus de ABM', 
est moindre que CB, sinus de AB, et CP', cosinus du 
premier de ces arcs, surpasse le cosinus du second, qui 
est nul. 

Lorsque le point M' est parvenu en A', le sinus est nul 
comme au point A , et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon. Au point A', l'arc ABA' est égal à la demi- 
circonférence, ou à 71^ l'angle ACM a atteint sa plus 
grande limite, mais rien ne s'oppose à ce que le rayon 



\ 
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CM et le point décrivant ne continuent leur mouve- 
ment en passant au-dessous du diamètre AÂ'. Le sinus, 
qui devient alors P"M^', tombe aussi au-dessous du dia- 
mètre, et augmente à mesure que le point M"*s'approclie 
de B', tandis que le cosinus CP'' diminue. Au point B', où 
l'arc ABA'B'est les | de la circonférence, ou I-tt, Fim 
est égal au rayon CB', et l'autre est nul. Enfin, de- 
puis B' jusqu'en A, le sinus P^^M'^^, toujours au-des- 
sous de A A', diminue sans cesse, et le cosinus CP"', qui 
se trouve alors du même côté où il était dans le premier 
quart de cercle AB, augmente, et en A devient égal au 
rayon. 

On voit en même temps que si les arcs A' M', A' M", 
AM'^^, étaient égaux à Tare AM, les sinus et les cosinus 
des arcs ABM', AA'M'', AB'M''' ne différeraient des sinus 
et des cosinus de l'arc AM que par leur position . 

Revenu au point A , le point décrivant a achevé une 
révolution, mais il en peut recommencer une autre 5 et 
considérant toujours comme un seul arc la totalité du 
chemin parcouru par ce point, depuis le commencement 
du mouvement, il eu résultera des arcs plus grands que 
la circonférence , et qui auront les mêmes sinus , cosinus,' 
tangentes , cotangentes , que ceux qui ont été décrits dans 
la première révolution. Ces considérations mènent à des 
conséquences très-importantes pour l'analyse, et que j'ai 
développées dans mes Traités de Calcul différentiel et de 
Calcul intégral. 

23. Il faut chercher maintenant comment les exprès* 
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux 
diverses circonstances que je viens d'exposer. Pour cela , 
on fait d'abord a = -j tt, dans les équations 

. i siu (a -^ b) = sin a ces b -\-sinb ces a , 

I ces {a -{- b) = cos n ces b — sin a sin b ; 
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et observant quo sin jTT = i , cl que cos ^ 7: = o , on trouve 

sin (7 TT -h ^ ) =: cos ^ , . 

COs(7 7r -h 6) rrr — sill ^ ; 

expressions dans lesquelles on doit remarquer deux choses, 
savoir, leur valeur absolue et le signe dont elle est aiïiectée. 

Celte valeur se vérifie sur la figure; car, AR étant ^tt, 
si l'on prend Tare BM' pour b , Tare AM' sera 7 tt -h i ; 
mais P' M', étant le sinus de A' M' aussi bien que de AïNI', 
sera le cosinus de BM' ou de i, tandis que CP' en sera le 
sinus. 

Quant au signe — qui affecte cos (j-7r-hfe), il en 
résulte que, si Ton regarde comme positifs le sinus et le 
cosinus d'un arc moindre que le quart de la circonférence, 
le cosinus d'un arc plus grand sera négatif, tandis que 
son sinus sera positif. Si Ton fait aussi i = ^tt, on aura 

sin TT =r o , cos Tt = — I . 

Supposant ensuite que , dans les équations ( A ), « = tt , 
on obtiendia , d'après ce qui précède , 

sin (tt -f- è) =r — sin è , 

cos {n -h b) = — cos b, 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier aussi 
facilement que celle des précédentes; leur signe montre 
que tout arc compris entre tt et |7r a son sinus et son 
cosinus négatifs; et lorsque ft = ^tt, on trouve 

sin47r = — I, coS7 7r = o. 

Enfin 5 quand a = | tu , les équations ( A ) se réduisent ,- 
en vertu des valeurs précédentes , à 

sin (I TT -h 6) = — cos ^ , 

cos(y7r -h b) = -h sin b, 

et il s'ensuit que tout arc compris entre | tt et 7 tt , ou 2 7r , 
a son cosinus positif et son sinus négatif. 
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En récapitulant ces résultats , on verra : 

1°. Que depuis le point A jusqu'au point A', où l'arc 
ABA'==7r, les sinus sont positifs 5 

2^. Que depuis le point A' jusqu'au point A, où l'arc 
ABA'B'A= 2 7r, c'est-à-dire de tt jusqu'à stt, les sinus 
sont négatifs 5 

3°. Que depuis le point A jusqu'au point B, où l'arc 
AB = 7 TT , les cosinus sont positifs -, 

4°. Que depuis le point B jusqu'au point B', où Parc 
ABA'B' = |7r, c'est-à-dire de j7ràf7r,les cosinus sont 
négatifs ; 

5°. Enfin, que depuis le point B' jusqu'au point A , où 
l'arc ABA'B'A = 2 71 , c'est-à-dire de | tt à 2 tt , les cosinus 
sont positifs. 

Et l'on remarquera sans peine que les sinus changent de 
signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre A A', et 
les cosinus , lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du point 
C, ou qu'ils tombent en deçà ou au delà du diamètre BB', 
perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on étendra les formules du n° 11 
à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et MN 
(fig* 4) 7 ^t ïcs valeurs conclues de ces formules s'accor- 
deront avec celles qu'on déduirait de la construction et 
des raisonnements du numéro cilé, si on les appliquait 
immédiatement aux arcs proposés , exercice qui peut être 
utile au lecteur (*). 

24-. En suivant le cours des tangentes, on trouvera 
qu'elles augmentent sans cesse depuis le point A [fig' 10) 
jusqu'au point B , où l'arc AM est devenu égal à } tt. A ce 

(*) Il m'a paru suffisant ici de considérer la correspondance des signes 
des lignes trigonométriques avec leur position , comme un fait d'observa- 
tion; mais on trouvera au commencement de l'Application de l'Algèbre à 
la Géométrie, la théorie de cette correspondance et la preuve que toute 
ligne affectée du signe — doit être prise dans un sens opposé à celui qu'on 
|ui donne quand elle a le signe -H- 
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point la sécante CN , se confondant avec CB , est paral- 
lèle à la tangente AN, et ne la rencontre par conséquent 
plus, en sorte que Tare AB n'a point, à proprement 
parler, de tangente trigonométrique. On dit cependant 
que sa tangente est infinie ] mais , par cette expression , il 
faut entendre qu'en prenant le point M aussi près du 
point B qu'il sera nécessaire, on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C'est aussi 
ce que prouve Téquatîon 

sin a 

tang a = 5 

CCS a 

qui donne pour tang a une valeur d'autant plus grande, 
que cos a est plus petit , ou qu'on approche davantage du 
point B. 

Lorsque a = o'',5o, il vient 

cos a = sin a , 
et, par conséquent, 

tang oî,5o = i . 

On prouve la même chose par le triangle CAN (fig- g) 
qui devient isocèle dans ce cas, puisque l'angle ACN étant 
égal à la moitié d'un droit, il en est nécessairement de 
même de l'angle ANC : la tangente AN est donc égale au 
rayon. 

Quand l'arc AM (fig- 10) est plus grand que { tt, le 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous 5 la véritable tangente est AN', 
égale, ainsi qu'il est facile de le voir, à A'/z' tangente de 
l'arc A'M', supplément de AM', mais se trouve placée 
dans un sens opposé. Dans le troisième quart. du cercle, 
la tangente^ qui a été nulle au point A', repasse au-dessus 
du diamètre AA', et AN est encore la tangente de l'arc 
A A' M". Le rayon devenant encore parallèle à AN, au 
point B', la tangente est encore infinie à ce point , passi^ 
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lequel elle revient au-dessous du diamètre^ en elVet , l'arc 
AB'M'", par exemple, a évidemment pour tangente AN'. 

25. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de Tex- 

, ,, . sin a 
pression algébrique tang a = 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe , ce qui 
a lieu depuis o jusqu'à -jTT, et depuis t: jusqu'à | 715 elle 
sera par conséquent négative depuis ^ tt jusqu'à tt, et depuis 
■} 71 jusqu'à 2 77; d'où il suit que, pour les tangentes 
comme pour les sinus et les cosinus, les changements de 
signe correspondent aussi aux changements de situation. 
On trouverait de même que les cotangentes sont positives 
depuis o jusqu'à \ tt, depuis 7r jusqu'à 1 7r, et négatives 
depuis j7r jusqu'à tt, depuis |7r jusqu'à 2 tt. 

26. Dans le calcul, on rencontre quelquefois des arcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se dé- 
terminer par les formules du n° H. L'expression de 
sin (a — i) 5 changeant de signe quand on y change aenb 
et b en a, fait voir que sin [a — b) = — sin [b — ■ à) : 
ainsi, quand a<^b ^ l'arc négatif a — b a un sinus néga- 
tif, le même que celui de ft — «, au signe près. 

Si l'on construisait Isijig. 4* dans cette hypothèse , en 
prenant AM = a , MN = fe , et portant ce dernier arc au- 
dessous du point M , pour opérer comme il a été dit dans 
le n° H, l'arc AN' se trouverait au-dessous de AC au 
lieu d'être au-dessus : le sinus Q'N' changerait donc de 
côté, ainsi que l'arc. Quant au cosinus, il demeurerait 
du même côté ; et , par les formules , on trouve aussi que 
cos [a — b) = cos (b — a). 

27. La proposition démontrée dans le n° H a encore 
de nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite ^ c'est pourquoi je les placerai 
ici. 
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1°. En ajoutant entre elles les deux équations 

sin a CCS h -f- sin b ces a 



%m {a ■+■ b) z=z 



K 



. , , . sin a CCS b — sin ^ ces a 
sin (û — ô) == ^ 

on aura 

. 2 sin «CCS ^ 

sm(a 4- o) -f- sm (rt — b)z=. , 

R 



d'où 



R R 

sin a ces ^ =: - sin ( rt -f- ^ ) H — sin ( « — ^ V 

2 ^ ' 1 



1^, En retranchant la seconde équation de la première, 

on aura 

2 sin ô CCS a 

sm ( a -f- «> ) — sin ( fl — «> ) z= -, 

R 

d'où 

R R 

sin ^ cos fl = - sin ( « H- ^) sin f a — b). 

2 ^ 2 ^ '^ 

Lorsque a^= b^ cette formule et la précédente donnent 

R . 

cos a sin a = - sin 2 a. 

2 

3*^. En ajoutant entre elles les deux équations 



cos (a -{- b) = 



cos a cos b — sin « sin b 
R 

cos a cos ^ -f- sin fl sin b 



"! 



cos{a — b)= ^ 

on aura 

, , . , , , 2 cos a cos b 

cos (a -h 6) -h cos (a — b) z= 5 

R 

d'où 

R R 

cos a cos b = - cos ( «r -h ^ ) H cos (a — b). 

Lorsque a=:b^ cette formule donne 

, R R' 

cos a^ z=: — cos 2 rt H 5 

2 2 
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en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l'arc est nul. 

4*^. En retranchant la première équation de la seconde , 
il viendra 



d'où 



/ / \ / L^ 2 sin a sin ^ 

CCS (a — b) — cos (rt -f- 6 ) = _^ f 

R 



R R 

sin a sin b = — cos (a — b) cos (a -h b). 

2 ^ '2 



Lorsque a=: b^ cette formule donne 

sm «^ = COS 2 (i . 

2 2 

5". Si l'on fait a-\- b = a\ a — b = b', on trouvera , 
en ajoutant ces deux équations, 

2« = rt' H- 6', 

et, en retranchant la seconde de la première . 

!ib = a'^b''y 

il suit de là que 

a'-i^b' , û' ~ b' 

a z=z , b z=z • 

2 2 

Mettant ces valeurs de a et de i , dans les expressions 
de sin a cos b , sin b cos a y cos a cos b , sin a sin b , 
obtenues précédemment, on trouvera 



sin - («' -+- b') cos -(«' — b') = — (sin^' + sin b'), 

2 2 2 

COS - {a^ -+- b') sin - [a' — ^') =r — (sin a' — sin b') , 

2 ^2 

I i R 

cos - [a' -\- b') cos -- («' — b') = — (cos «' -h cos b' ) , 

^ 2 ^ 

sin - (a' + b') sin - («' — b') = — (cos b' — cos^'). 

•£ ^ Ji 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
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première, on aura 

cosjffl'-f b') sin ■-(«'— b' ) 
s\n \ [a' -h b') cos ^{a ^ b' ) 

_ s\n i {a' --^ b') cos {{a' -h b') _ sinn^ — sin/ ^' 
Observant ensuite que 



sin A _ tanj; A 
cos A R 

et que, par conséquent, 

cos A R 



(«) 



sin A taDg A 
on obtiendra 

tang j{a' — b') sin a' — sin b' 

tang \ (a' -h b' ) "^ sin a' -+- sin b'' 

On conclura de même des deux dernières formules rap- 
portées ci-dessus , que 

tant: t ( «' -f- //' ) tang y ( a' — b' ) ___ cos b' — cos a' 

R^ cos a' -f- cos b' 

6°. En divisant l'expression de sin {a±b) par celle de 
cos (a ih i) , on aura 

sin ( a db i ) sin /ï cos b^dzsinb cos /? 
COS [adbb) cos û cos ^ ip sin a sin b 

Divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
la fraction du second membre par cos a cos b , elle de- 
viendra 

sin a , sin b 



cos a cos b 
sin a sin b 



cos a cos ^ 
et comme en général 

sin A tang A . . 

cos A "' R ^ ^ 
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on obtiendra par ce moyen 

tan(j a j_ tang b 



tang(fl±l^) __ R R _ R(tanggdbtangZ>J 

R tang a tang^ ""R'qitangrt tang^ 



'~ R R 



et enfin 

/ _, , V RVtangarttanc^) 

tang «±:^ == -^ — ^• 

^ ' ^ R^" zp tang a tang h 

En se rappelant que 



R^ 

COtA=: (9) 

tang A ^ ^ 



on trouvera 



, , , R' R' zn tang a tang b 

colia±b)= , _. ,, = — =i= — ^ V- 

^ ' tang [a ± «>) tang a zh tang ^ 



R'riz 



cot a cet ^ 



R' . R' ' 



cotû cot b 

et, en réduisant, on parvient à 

, , , , cot fl cot ^ rr: R^ 
cot(a±:^) = 7- ^ ^ . ^ 

COt6>±COt« 

28. L'équation 

tang -j («' — b') sin fl' — sin b' 

tang y («' '-h ^' ) sin «' -f- sin b^ ' 

de laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
est à leur différence ^ comme la tangente de la demi- 
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi^diffe' 
rencCy s'obtient immédiatement par une construction 
géométrique fort élégante. 

AM et AN [fig* II) étant les deux arcs a' et b\ on 
aura MP*i= sin a\ NQ = sin b'-^ menant NC parallèle 
au diamètre AB, prolongeant MP jusqu'en M', il en ré- 
sultera 

MR — MP — NQ = sin a' — sin b' , 

M'R zrr M'P H- NQ = sin a' -h sin // . 



DE TRIGONOMÉTRIE. 3l 

delà fait , si du point C , comme ceutrc ^ et d'un ravoii CX), 
^al à celui du cercle ACB, ou décrit un arc ElDG, que 
Ton mène au point D de cet arc une tangente terminée 
par les droites CM et CM', il est visible que DF et DH 
seront les tangentes des arcs DE et DG, qui mesurent les 
angles MCN et ]N'CM'^ et comme ces angles ont leur 
sommet à la circonférence du cercle ACB , ils auront pour 
mesure la moitié de 

NM = AM — AN = a' — //, 
et celle de 

NM' = AM' -h AN = fl' -h 6' , 

(i où il suit que 

DF = tang I (a' — b'), DH = tang j («' -+- b') . 

Mais, à cause des parallèles MM'etFH, on aura la 

proportion 

MR : M'R :: df: dh, 

ou 

sina' — sinft': sina'-f-sin^' :: tang|(a'— A') : tang -^(«i' 4-^'); 

ce qui revient à l'équation proposée. 

D serait facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu'on vient de démontrer. 

29^ Comme on a souvent occasion de faire usage des 
formules auxquelles je suis parvenu précédemment , je les 
ai réunies dans le tableau suivant, avec d'autres qui s'en 
déduisent par des procédés faciles à imaginer. Les nu- 
méros qu'on lit après chaque formule marquent les ar«- 
ticles où elles ont été trouvées , ou desquels on peut les 
conclure. 



>2 
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Tableau des formules tri§:oiioinétriciues les plus usitées. 



sin(a±h)z= 
sin ( « zh ^ ) = 



sin a' -h cos «' = R' 

sin fl cos ^ rt sin ^ cos a 

R 
cos a cos biTZ sin a sin ^ 



(10) 



(»i) 



R 



sin a cos ^ = -5-R [sin {a 4- ^) -h sin {a — b)] 
cos fl sin ^ = Y R [sin [a -h b) — sin {a — b)] 
cos a cos ^ = ^R[cos(« -4- b) -f-cos(« — b)] 
sin « sin ^ = — 7 R [cos (a -h ^) — cos (a — b)] 

sin fl -h sin ^ = -- sin -5- (â -H ô ) cos { {a — b) 

R 

2, 
sin a — sin ô = :^cos-5-(û + b)sin^(a — b) 

R 

cos a -h cos b = -— cos j{a-h b) cos 7 (« — b) 

R 

2 

cos a — cos b =:^ sin -7 (« H- ^ ) sin y (« — b) 



(27) 



(«7) 



sin 2a = 



2 sm a cos a 
R 

cos 2 « = 



(11) sin-^«=:^v^2R'— 2Rcos« (15) 



cos a' — sm «* 2 cos a- — R^ 



R R 

sin âf' =r iR(R — cos2flf) 

3 



(") 



(27) 
cos û' = I R (R + cos 2flf) (27) 

sinfl' — sin è*r:= cos è' — cosrt'^=sin(a-|-è)sin(âr — b) (II, iO) 
cos fl' — sin b^ = cos {a + ^)cos (« — b) (II, 10) 

Rsina .-^. 
tang a = (8), 



cot « = 



R' 



R cos a 



cos a 



K' 



tang a sm a 



sec a = 9 cosec a = 

cos A sin a 



(8) 



/ _i_7N h.sin{a±b) R' ( tang rt ± tanff è , 

taniç (a±b)z=z / ^_ , ^ = -— ^ 5 ^ ( 27 ) 

^^ ^ cos fl±^>j R' zp tang rt tang ^ ^ ^ 
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Suite du Tableau des formules trig^onométriques. 



tang a -f- tanj; à = ^^ ; — 

cos a cos t) 

^ K'sm(a — b) 

tanc a — tang à = ^ y—^ 

cos a cos 

,R' sin ia -f b) 

cot a -4- cet /; rr= : i— : — - — - 

. sin a sin £> 

*iR'sin(rt — b) 

'. T "5 sin a sin ^ 



(8,11) 



cot a — cot b = — 



. R'sin (^/ -4- ^)sin ffl — ^) 

inj; fl* — tang «?» =r ^ -^ / 

cos /î' cos b^ 

. R' sin (fl + ^)sin(«— ^) 

cot rt' — - cot 6- = ^-: k — T^ ' 

sin fl' sin o' 

û -+- sin ^ tangj (« + ^; 

/j — sin ^ tang \[a — b) 

a -+- sin b tang \ [a -h b) sin a tang ^ a 

a -f- cos b K R -i- cos a R 

« -4- sin ^ cot -j [a — b) sin a 



(8, il) 



eot ~ a 



a — cos b R R — cos a 

a — sin /> tang \[a — b) 

a -H cos b R 

a — sin b cot \ [a -f- b) 

a -.— cos b R 

a H- cos ^ cotKrt — b) 



R 



(27) 



a — cos b tang \ 'a 
R tang n 



sin a 



V'R'-h tangrt" 



b] 



cos a = 



séc a H- sec b 
séc a — séc b 

R^ 



v/R' -h tang a 



(8, 10) 



= sin i?= cos oî= tang l'?^: col ~î ) , - ^ 

' . ' a y ' la ^ 7a\ {^^y ^^> *8 

= sec 07 -=7. cosec i ? =rl sec ft = corde i<? J ' 



sin a == Y corde 2a 
5in{iîdz^) = H- cos b, cos{ii±b) =ZfLS\n b 
jin ( ?// db ^ ) =:: Zfi sin b, cos ( 2vdz ^) = — cos b 
i\n{3^±b) = — cos b, cos ( S^zh ^ ) = ± sin b 
jin (4^±^) = ±:sin ^, cos(4^±^)=: +cos b 



(14) 



(ii) 



JCONOMliTRIE , 10*^ édit. 
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30. Je vais parler maintenant de Tapplication des Tables 
trîgonométriques à la résolution des triangles, pour la- 
quelle il faut se rappeler que , par le moyen de ces Tables, 
lorsqu'un angle est connu, la valeur de son sinus ^ celle 
de son cosinus , celle de sa tangente ^ et celle de sa cotan- 
gente , sont connues aussi , et que , réciproquement , quand 
la valeur de Fune de ces lignes est donnée, celle de l'arc 
doit être regardée comme donnée. 

Soit CDE {fig* 12) un triangle rectangle en D^ de l'un 
des angles aigus C on décrit, avec un rayon égal à celui 
des Tables , l'arc AM , on abaisse PM perpendiculaire sur 
AC 5 enfin on élève la tangente AN pour former les deux 
triangles des Tables, savoir, CPM qui sera celui du sinu& 
et du cosinus , et CAN celui de la tangente et de la sé- 
cante. L'un et l'autre seront semblables au triangle pro- 
posé , et , en les comparant successivement avec celui-cî , 
on en tirera 

CM : PM : : CE : DE i | R : sin c : : CE : de, 

CM : CP :: CE : CD ) ^" ( R : ces c :: CE : CD, 
CA : AN : : CD : de ou r : tangC : : CD : de. 

L'angle E étant complément de l'angle C, on aura 

ços C = sin E ; 

les deux premières propositions peuvent se réunir dans 
une seule et s'énoncer ainsi : Le rayon est au sinus de Fun 
des angles aigus d'u?i triangle rectangle, comme Vhypo^ 
ténuse est au côté opposé à cet angle. 

La troisième montre que le rayon est à la tangente de- 
Vun des angles aigus d'un triangle rectangle, comme le 
côté de V angle droit, adjacent à cet angle aigu, est au 
côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d'énoncer, pour trouver celui qui reste. 
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Ainsi , par la pi^mière , on déterminera toujours une de 
ces trois choses : l'hypoténuse, un côté et un angle aigu, 
lorsqu'on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigu, quoique la propor- 
tion exige que cet angle soit opposé au côté donné ou 
cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver Fautre 
sur-le-champ, et que, par conséquent, si celui qu*on 
connaît ou qu'on cherche ne remplit pas cette condition , 
on peut employer son complément. 

Par la seconde proportion, on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés de l'angle droit et 
un angle aigu, lorsqu^on en connaîtra deux. 

Il suit de là , i^ que, connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres 
côtés ; 2° que , connaissant deux quelconques des côtés , 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l'on a deux 
côtés quelconques d'un triangle, et où Ton cherche le 
troisième; mais ce cas se résout immédiatement par la 
propriété connue du triangle rectangle , qui donne 

cdVde = cê', 

et d'où l'on tire 



= \/cD 



CE = VCD -h DE. 



Si Ton connaissait Thypoténuse CE et l'un des côtés 
de l'angle droit , DE par exemple , on aurait 



CD = \/ce'— de! 

En observant que 

CE — DE = (CE -h DE) (CE — DE), 

et prenant les logarithmes des deux membres de Téqua- 
tion 

CD = v^(CE + DE) (CE — DE), 

3. 
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OU irou\crait 

logCD = -; Li«g (CE 4- DE) 4- log (CE — DE)]. 

Lorsque Ton construit des ibrmules qui doivent servir 
à des calculs numériques , il faut toujours tacher de les 
préparer de manière qu'on puisse y appliquer les loga- 
rithmes commodément, c'est-à-dire qu'on ne soit obligé 
de passer des logarithmes aux nombres , et de repasser de 
ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il est possible. En 
appliquant les logarithmes à la recherche de CD, au 
moyen de sa première expression , on verra bien évidem- 
ment le but de cette remarque. 

Je terminerai cet exposé des principes qui servent à 
résoudre les triangles rectangles, en observant que les 
deux cas traités en dernier lieu se résolvent aussi par les 
deux proportions rapportées au commencement de cet 
article. Car, i° si, connaissant CD et DE , on veut trouver 
CE, on calculera l'un des angles aigus, C par exemple, 
dans la proportion R : tangC :: CD : DE 5 ayant trouvé 
cet angle , on obtiendra Thypoténuse CE par la propor- 
tion R : sin C :: CE : DE , dans laquelle on connaîtra les 
trois termes R, sin C et DE. 2" Lorsque Ton connaîtra 
l'hypoténuse CE et l'un des autres côtés , CD par exem- 
ple, on calculera l'angle aigu opposé au côté cherché, 
par la proportion R : sin E ou cos C :: CE : CD *, puis on 
trouvera le côté DE par la proportion R: sin C :: CE:DE. 

31 . Ce qui vient d'être dit sur les triangles rectangles 
peut se résumer d'une manière commode en désignant 
leurs angles par A , B, C, A étant l'angle droit, et nom- 
mant a , h et c les côtés qui sont respectivement opposés 
à chacun de ces angles, ainsi que le montre la fig. i3. 
On aura d'abord, par le premier principe, 

u : sinC ;: « : (, k : sinii :: a : ù, 
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d'où l'on tirera 

c sin C b sin R 

rt~" R ' a'^ R 

Chassaut a de ces deux équations , ce qui se fait en divi- 
sant chaque membre de la première par son correspon- 
dant dans la seconde , on trouvera 

c sin C 

h ~ shTb ' 

. T> r^ . sin C tangC ., 

et comme sin n = cos C , cl que = — 2L-. , il en re- 

' ces C R 

sultera 

c tang C 

équation qui représente le second principe énoncé dans le 
numéro précédent. 

Enfin, si l'on carre chaque membre des deux pre- 
mières équations, et qu'on ajoute ensuite, membre à 
membre , les équations résultantes , en observant que 

sin O -h sin R» = sin C + cos O = R» (10), 

on aura 

1 =1 ou 6' -f- r- = a\ 



a' fl' 



Il suit de là que les deux équations 



c 



sin C b sin R 



5 — 



a K a K 

suffisent, conjointement avec la relation qui existe entre 
les angles B et C , pour résoudre tous les cas des triangles 
rectangles. 

32. Le principe sur lequ(îl est fondée la résolution des 
triangles rectangles, conduit à celle des triangles quelr 
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conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC 
[fis- ^4)5 uiïe perpendiculaire BD, sur le côté AC, on 
formera deux triangles ABD , BDC , rectangles en D ; on 
aura , dans le premier, 

R : sin A : : AB : BD , 

et, dans le second, 

R : sin c : : bc : bd , 

ce qui donnera 

R X BD = sin A X AB , R X BD = sin C X BC, 

d'où il suit 

sin A X AB = sin C X BC, ou sin A ; sin C : : BC : AB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors , Tangle C 
n'est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD; 
mais l'angle BCD et l'angle BCA , valant ensemble deux 
angles droits , ont le même sinus ( 22 ) . 

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir en 
principe général , et s'énoncer ainsi : Dans un triangle 
quelconque y les sinus des angles sont entre eux comme 
les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proportion se démontre ainsi de la ma- 
nière suivante, qui paraît plus analogue à l'idée que j'ai 
donnée de la Trigonométrie, dans les n*^* 1 et 2. 

Ayant inscrit le triangle ABC [fig. i5) dans un cercle, 
si l'on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon Oa 
égal à celui des Tables , un cercle abc , puis qu'on joigne , 
..par des droites ab , bc et ûc, les points où les rayons AO, 
-BO, CO rencontrent le cercle des Tables , on formera un 
triangle abc semblable au triangle proposé, et dont les 
côtés ab , bc et ac se déduiront des Tables. 

^La 'similitude des deu"x triangles ABC et abc devient 
éviflente quand on observe que les droites «O, AO et cQ 
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élant égales comme rayons d'un même cercle, ainsi que 
les droites AO , BO , CO , les triangles AOB , BOC et AOC 
eut leurs côtes AO et BO , BO et CO , AO et CO , coupés 
proportionnellement , aux points a et i , i et c , a et c , et 
que, par conséquent, les droites AB et aft, BC et ftc, 
AC et ac sont respectivement parallèles \ on a donc 

AB : BC : AC :: rt^» : ^c : ac, 

ou 

\\ \ab : \bc \ \ac. 

Cela posé , les angles du triangle abc^ ayant leur sommet 
placé à la circonférence , sont mesurés par la moitié de 
l'arc que sous-tend le côté qui leur est opposé, et chacun 
de ces arcs a évidemment pour sinus la moitié de ce même 
côté (14) -, donc 

-j z?^ = sin c := sin C, 

I ôc =: sin a = sin A , 

\ ac = sm h -= sin B , 

et, par conséquent, 

AB : BC : AC :: sin C : sin A : sin B. 

La comparaison des triangles AOB et aOb montre de 
plus que 

AB \ ah W kO \aO, 
ou que 

AB : 2 sin C : : AO : /7 o , 

c'est-à-dire que chaque côté du triangle ABC est au 
double du sinus de V angle qui lui est opposé^ comme le 
rayon du cercle circonscrit est à celui des Tables (* ) . 

r"(*) On pourrait considérer les lignes ah ^ bc et ac comme les sinus 
mêmes de ces angles A, B, C, en prenant pour unité le diamètre du cercle 
ahc'f c'est ainsi que Carnot les a présentées dans Touvrage intitulé Géomé- 
trie de position. On y trouve, d'après cette définition, une démonstration 
très-simple et très-élégante de la pr()position du n" 11 et de ses consé- 
quences les plus importantes. 
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(le Fanglc connu C , le reste sera celle de A 4- B j prenant 
par conséquent la valeur de tang | (A — B) , il viendra 

tangl ( A — B) = î^ X taog |( A + B). 



Connaissant alors les angles 

|(A4-B) et i(A-B), 
si on les a joute, on aura 

i(A + B)-4-i(A-~B)==A, 
et si Ton retranche le second du premier, il viendra 

i(A4-B)-HA-B)=B; 

c'est-à-dire que le plus grand angle s^ obtiendra en ajou- 
tant la moitié de la somme à la moitié de la différence , et 
Iç plus petit, en étant la moitié de la différence de la 
rnoitié de la somme. 

Lorsqu'on aura calculé tous les angles, on trouvera le 
troisième côté par le principe du n** 32. 

36. On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
/côté, en abaissant une perpendiculaire sur l'un des côtés 
jdonnés, de l'angle B par exemple, sur le côté donné 
AC [fig* i4)« On aura, par la propriété connue des 
triangles obliquangles , 

Âb'= ÂC V Bc'zp 2 AC X DC, 

le ;8igne' supérieur ayant lieu quand l'angle opposé au côté 
AB est aigu, et le signe inférieur dans le cas contraire \ de 
plus, dans le triangle rectangle BDC, on a (30) 

DC = fiC X sin DBC = BC X cos C , 
en faisant R = i : on conclura de là 

Ab'= Ac' -hic' — 2 AC X BC X cosC, 
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et , par conséquenl , 



AB = VAc'h-Bc' — 2AC.BC.c0sC, 
formule qui , suivant la notation établie , revient à 



c = \ja^ + A* — 2.ab cosC, 

et donnera le côté c par le moyen des deux autres a , i et 
de l'angle C. Un seul signe suffit au terme *iab cosC, 
parce que quand Fangle C est obtus , son cosinus est né- 
gatif (23) et change par conséquent le — en -h , comme 
l'exige la construction géométrique. 

37. Cette formule ne se prête pas coinmodément au 
calcul logarithmique^ mais comme on a 

cos 2C = i — asinC (27), 

on aura aussi 

cosC =1 — 2 (sin \ C)% 

en écrivant -j C à la place de C 5 et par cette transforma- 
tion on obtiendra 



c^^iyjà'-^- b' — 7.ab -h ^ab (sin \ C )' 

z=zsj{a^bY^^ab{sm\C)\ 

Faisant ensuite 

2sin4-C /-7- 



a^b 
il en résultera 



cz=z{a-^b) y/ 1 -H rang a' = ^ 



cos a 



puisque 



cosa= - - (29). 



On trouvera facilement tang a par la première formule ; 
et lorsqu'on sera parvenu à l'angle a, on [aura, par la 
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seconde , 

a — b 
c =r • 

COSa 

38. L'équation 



c = ^a^ + ô' — nab ces C 

fait connaître Tangle C , lorsque les trois côtés a^b^c sont 
donnés 5 car, en élevant chacun de ses membres au carré , 
on en tire 

«' -4- ^' — c^ =: Q.ab ces C , 
d'où 

cos c = — 



2ab 

mais , celle expression étant peu commode pour le calcul 
logarithmique , il faut eh chercher une autre. 

Si l'on met, comme ci-dessus, pour cosC, la valeur 
I — 2 (sin -j C)', on aura cette expression : 

2 sin|C)' = H r = j^ 

^ ' ^ ^ab lab 

_ c' — (fl — ^)^ __ [c -{-a'^b)(c-—a-hb) 
^ab lab 

iît, par conséquent, 

(sm^Gj -^^ 

- I --II. , ■ _ — • ^ »■■— ■ I ^ I 

2 2 



ab 
Mais il est facile de voir que 

c-\-a — b c -i^ a -+- b 
2 2 

c — a-\'b c -^ a-\-b 



-b, 



2 



— ^; 



si donc on fait c -h a -^ b z=z J\ on aura , en prenant la 
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racine carrée 



iini.Cr=i/(i 



sm T ^ = i / -^-^ -^T-^ ' ? 

ab 



formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle d'un tiiangle , lorsque les trois 
côtés sont connus y de la demi-somme des trois côtés rc-- 
tranchez successii^ement chacun de ceux qui comprennent 
V angle cherché^ multipliez les deux restes entre eux; di- 
uisez ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché , et prenez la racine carrée du quotient , 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle, [Ployez , à 
la fin de l'ouvrage, la note B.) 

39. La solution de tous les cas des triangles obliquangles 
ne dépend , comme on voit , que des trois règles énoncées 
dans les n°* 32, 35, 38, et repose sur le principe 
dont on a tiré la solution des triangles rectangles dans le 
n^ 30 : il sera donc facile , avec un peu d'attention , de 
retenir ces règles, dont l'application sera suffisamment 
préparée par les exemples que je vais donner. 

Exemples de la résolution des triangles rectangles, 

i*^"". Connaissant, dans le triangle rectangle BAC (/îg:. i3), 
l'hypoténuse a et un côté c, trouver l'angle opposé C 
à ce côté-, et soient l'hypoténuse a = i3"',i78, le côté 
c = 7'", 357. On aura (31 ) , pour déterminer C, la pro- 
portion 

âf : c : : R : sin C , 

d'où 

. n RXc 

sin C = î 

a 

et , prenant les logarithmes , 

log sin C = logR + loge — log a . 
Pour plus de simplicité , on fait presque toujours le 
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rayon égal à T unité : son logarithme est alors zéro; cen^t 
des sinus sont des compléments arithmétiques dont la 
théorie est exposée h la fin de mes Eléments d* Algèbre y 
et leur caractéristique est trop forte de lo unités, qu'il 
faut supprimer dans le résultat quand elles s'y trouvent. 

Voici l'opération : 

loge = log 7,357 = 0,8667008 
comp. arith. loga = comp. arith. log 13,178 = 8,88oi5o5 

somme ou log sin C = 9,746861 3 

qui, dans les Tables, répond à 0*^,377 = C. 

1^. Connaissant l'angle C = 0*^,5 83 7, l'hypoténuse 
a = 33™, 253 5 trouver le côté b. On aura (31) 

R : sin B ou ces C \\ a ', by 
d'où 

, a X cos C 

*=— R— ' 
log^ = logfl -H log cos C — log R = log« -h log cos C; 



or, 



loga = log33,a53 = i,52i83o8 
log cos C == log cos 0^,6887 = 9,7841210 

somme ou log ^ = i , 80695 1 8 

qui répond, dans les Tables, à 20*^,228 = &, à moins 
d'un 1000® près. 

3^ Connaissant le côté c = 5^,39 1, rangleB=o%35o2, 
trouver le côté i. On aura 

R : tangB :: c: b, 
ou 

"" R ' 

log bz=z\ogc-h log tatig B — log R ; 

logc = log5,39i =0,7316693 
log tang B = log lang o?, 35o9. = 9, 7876255 

somme ou log c ==0,5192948 
qui répond , dans les Tables , à 3"^, 3o6 = c. 



or. 
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Exemples de la résolution des triangles obliguangles . 

1®'. Connaissant, dans le triangle ABC (fig< i6), le 
côté c , les angles A et B , trouver le côté b. 
Soient 

A= 1^,2805, 8 = 0^,5879, c = 27»",348, 

l'angle C sera 

2* — (A4- B) = 2î—iî, 8684 = 0^1 3i6, 

et Ton aura (32) 

sin C : sin B : : c : ^ , 
d'où 

, c X sin B 
sinC 

log ^ = log c -h log sin B — log sin C ; 
or, 

log c = log 27, 348 = 1 ,4369256 

log sin B = log sin 0^,5879 ^^ 9 > 9^^8394 

omp. arith. log sin C = comp. arith. log sin oî,i3i6 = 0,6877217 

somme ou log £> = 2 , 0264867 

qui répond , dans les Tables , à 106"*, 289 = b, 

2*^. Connaissant, dans le triangle ABC, les deux côtés 

a , i, et l'angle compris C, trouver le troisième côté c. 
Soient 

a = 28",442, ^=i7'»,8o3, C= 0^,8426; 

on conunencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) 

, , Ah-B a — b 

a -\- b : a — b :\ tang : tang , 

d'où 



A— B 

tang 



a 



a 9 9 



■^ riiAiTi.: kf.emil.n tairl: 

lo- tant' ^-^ — log tang —^ h log (« — Z»^ - log ( a 4- ^^ ) ; 

or, 

A -I- K = a? — C = aï — o7,84:>.6 = i^ 1674 , 

rt 

A -i-B 

——rr 0^5787, 

a -\-h •=! 28,44?- + 17,803 =: 4^,245, 
n — /> = 7.8 5 44^ — ' 7 > 80^ =: I o , 689 , 

A H- B 

log tang = tang o?, 6787 = o , 1 084874 

log ( /'i — ^ ) lo|; I o , 639 = I , 0269008 

von»|). aritlî. log (a + ^) = comp. arith. log 46,245 = 8,3349352 

^ 15 

somme ou log tang = 9,4708234 

((ui répond à o'',i828. 
Donc 

1 = A = oî, 7615, 

et 

A-f-B A — B=Bz= 



0^,3959. 

(Maintenant, pour déterminer le côté c, on aura la 

proportion 

sin B ; sin C : : /> : c , 
d'où 

^ X sin C 

C rrr 

sinB 
et 

log c = log /; + log sin C — log sin B ; 
or, 

log /> = log 1 7 , 8o3 = 1 , 2504982 

log sin C = log sin oî, 8426 = 9 , 9865885 
comp. arith. log sin B = comp. arith. log sin oî, 8959 =: o ,2846572 

somme ou log c = i ,47 1 7889 
qui répond , dans les Tables , à 29"*, 63o = c. 
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3^. Connaissant, dans le triangle ÂBC, les trois côtés 
a^b^ c^ trouver l'angle A. 
Soient 

a = 29™, 087, 6 = 18", 743, c=i3™,782. 

Suivant le n** 38, on ajoutera les trois côtés a^ b^ c 
entre eux, ce qui donnera 61, 562, et de la moitié 30,781 
on retranchera successivement A , c ; il viendra pour restes 
i2,o38 et 16,999 : on aura ensuite 

log 16,999= 1,2804234 

log 1 2 , o38 = 1 , 0805543 

comp. arith. log 18,743 = 8,7271609 

comp. arith. log 18,782 = 8,8606878 

somme .... 19, 8988264 
dont la moitié ou log sin 7 A = 9,9494182 

qui, dans la Table, répond à o'^jôgSy == 7 A. Donc 

A= 1^3974. 

40. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
comporter le détail des applications dont la Trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible^ je me bornerai à indiquer 
la solution de trois questions que l'on peut regarder 
comme la base de l'art de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première : 

Étant donnée de grandeur et de position y sur un plan, 
une ligne AB (fig. 17), déterminer, par rapport à cette 
ligne, la position d^un point C , situé dans le même plan , 
ou, ce qui revient au même, trouv^er les distances AC 
e«BC. 

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne AB, qui est 
la base de l'opération , et les angles C AB et CBA compris 
entre cette base et les lignes qui en joignent les extrémités 
avec le point inconnu C *, les distances cherchées AC et 
BC se calculeront alors d'après la règle énoncée dans le 

TRlGOirOMÉTRlE , lO*' édit, 4 
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n*^ 34; et lorsqu'on les aura trouvées, on construira, 
au moyen d'une échelle de parties égales, sur les trois 
côtés donnés , le triangle ABC , qui fera connaître la po- 
sition respective des trois points A, B et C (*). 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP, dans lequel on connaîtra le côté AC et l'angle 
CAP, trouver la longueur de la perpendiculaire CP, 
abaissée sur AB , ou de la plus courte distance du point C 
à la ligne AB, et la grandeur du segment AP. Ces don- 
nées serviront aussi à marquer la position du point C à 
l'égard de la ligne AB. On trouverait de même la situa- 
tion d'un point D , qu'on pourrait apercevoir en même 
temps de deux quelconques des trois points A , B , C. 

41 . Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point D 
par rapport à la ligne AB, en mesurant les angles DAB, 
DBA , on a tout ce qu'il faut pour connaître la distance 
des points C et D-, car, ayant résolu le triangle ABD, de 
même que le triangle ABC , et retranché ensuite Tan^ 
DAB de l'angle CAB, on connaît alors, dans le triangle 
CAD, les deux eètés AC et AD, et l'angle CAD qu'ils 
comprennent : l'application des règles du n° 35 donne les 
deux autres angles DCA, CD A et le troisième côté CD, 
qui est la distance cherchée. L'angle DCA donne la posi- 



(*) Je n'insiste point sur l'opération de la mesure des angles, parce 
que la vue des instruments que Ton y emploie en apprend plus que tout 
ce qu'on peut dire à cet égard , et que , pour concevoir la possibilité de 
cette mesure» il suffit d'imaginer que l'on ait placé sur le point A le centre 
d'un secteur de cercle dont les rayons soient dirigés suivant les cdtés AB 
et AC de Tangle qu'on se propose de connaître. Ceux qui voudront se li- 
vrer à la pratique de la levée des plans , pourront consulter le Traité de 
Trigonométrie de Cagnoli , l'article Levée des plans, dans le Dictionnaire 
de mathématiques de V Encyclopédie méthodique, le Traité d'Arpentage de 
M. Lefèvre, et enfin les Traités de Géodésie et de Topographie de M. Pais- 
sant, dans lesquels se trouvent les méthodes les plus exactes et les plus 
propres aux grandes opérations trigonomélriques, ainsi qu'aux opérationt> 
de détail. 
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lion de la droite CD; et, en considérant AC comme sé- 
cante, la (Comparaison des angles DCA et CAB fait voir 
quelle est l'inclinaison de CD à l'égard de AB. 

En partant des points C et D, et considérant alors la 
droite CD comme une nouvelle base , on pourra déter- 
miner de nouveaux points , que l'on n'apercevait pas des 
deux premiers , A et B ; et continuant ainsi , de proche en 
proche , on fixera la position respective de tous les points 
d'un pays : c'est d'une manière semblable qu'a été levée 
la carte de France, dirigée par Cassini. 

4t2. La seconde question dont j'ai à m'occuper n'est 
que la première rendue plus générale , en supposant que 
le point à déterminer soit situé hors du plan sur lequel se 
trouve la ligne AB. Soient C (fig- i8) ce point , et ABC' 
le plan qui contient la ligne AB ; la position du point C 
sera connue, si l'on a celle du pied C de la perpendicu- 
laire abaissée de ce point sur le plan ABC, et la longueur 
de la perpendiculaire CC qui marque de combien le point 
C est élevé au-dessus de C qu'on nomme sa projection. 
Dans ce cas, les angles CAB et C'BA ne sont plus ceux 
qu'on mesure, mais on prend à leur place les angles CAB 
et CBA , situés dans le plan ABC , passant par les lignes 
AC et BC, menées des points donnés A et B, au point 
demandé; et pour fixer la position de ce plan , on mesure 
en outre l'angle DBC que fait la ligne BC avec la ligne BD, 
perpendiculaire au plan ABC, et par conséquent parallèle 
à la droite CC (*). On résout le triangle ABC comme 
dans le numéro précédent , puisqu'on y a encore les mêmes 
données*, ensuite , dans le triangle BCC, rectangle en C, 



( *) Lorsqu'il s'agit des points placés sur la surface de la terre, on choisit 
pour le plan ABC' un plan horizontal; les lignes CC et BD sont alors ver- 
Ucales : leur direction est donnée par celle du Jil à plomb. Le plan BCC 
qui passe par ces lignes est vertical , et se trouve déterminé par le point C 
qu'on aperçoit du point B, et par la ligne BD. La ligne BC est une ligne 
horizontale comprise dans ce plan. 

4- 



1 
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on connaît Thypolénuse BC et l'angle CBC qui est la 
différence entre l'angle droit DEC et l'angle mesuré DBC: 
on calcule les côtés CC et BC. Le premier est la hauteur 
du point C au-dessus du plan ABC, et sert, conjointe- 
ment avec le côté AC , à déterminer AC par le moyen du 
triangle ACC, rectangle en C. Cela fait , on a les trois 
côtés du triangle ABC, et le point C est par conséquent 
donné. 

43. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à dé- 
terminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut observer 
de plus l'angle DBA (Jig- 19) qu'elle fait dans ce cas avec 
la ligne BD perpendiculaire au plan A'BC, sur lequel on 
veut rapporter le point C. Cela fait, on calcule d'abord, 
comme ci-dessus , les côtés AC et BC du triangle ABC , les 
côtés CC et BC du triangle rectangle BCC ; puis, dans 
le triangle BAA', rectangle en A', où l'on connaît AB et 
l'angle ABA', complément de l'angle observé DBA, on 
calcule BA' et AA'. 

Maintenant, si l'on conçoit AC' parallèle à A'C, il en 
résultera le triangle ACC', rectangle en C', dans lequel 
on connaîtra AC, côté calculé du triangle ABC, et CC^j 
différence entre les lignes CC et CC' ou AA', calculées 
précédemment : on pourra , par conséquent, calculer AC*. 
ou A'C. Voilà donc le triangle A'BC déterminé par ses 
trois côtés, comme l'est le triangle ABC, dans le numéro 
précédent. 

44. En prenant arbitrairement les côtés BC et BA, et 
suivant la marche que je viens de tracer, on peut calculer 
le triangle A'BC, dans la vue de connaître l'angle C'BA', 
formé par les lignes BC et BA'qui sont, sur le plan A'BC, 
les projections des rayons visuels BC et BA menés du 
point B aux points A et C. 

L'angle C BA' compris entre ces projections , est l'angle 
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CBA réduit^ du plan incliné dans lequel il se trouve, 
au plan A'BC' sur lequel on rapporte les objets , et que 
Von cboisit communément horizontal. Je donnerai dans 
la suite (6â) une seconde manière de réduire un angle 
d'un plan à un autre; mais le plus souvent, comme les 
deux plans que l'on considère sont peu inclinés entre 
eux, on fait cette réduction par des méthodes approxi- 
matives beaucoup plus courtes : on en a même dressé des 
Tables. 

Pour le présent , je me bornerai à faire remarquer que 
si l'on observait aussi au point A les angles EAC, EAB, 
et que l'on réduisit par leur moyen Tangle CAB à 
l'angle C'A'B, puis que Ton calculât A'B, en multi- 
pliant AB par le cosinus de l'angle ABA' ou le sinus de 
Tangle DBA, connaissant alors immédiatement les angles 
C'BA', C'A'B et la droite A'B, la détermination du 
point C rentrerait dans ce qui a été dît au n** 40. 

La réduction au plan horizontal n'est pas la seule qu'on 
ait à faire aux angles observés : il arrive rarement qu'on 
puisse se placer aux points remarquables qu'on choisit 
pour sommets des angles , et qui sont ordinairement des 
pointes de clochers , des tours , il naît de là une nouvelle 
réduction qu'on appelle réduction des angles au centre 
de la station. Il faut consulter sur ce sujet, comme sur 
toutes les attentions minutieuses qu'exigent les grandes 
opérations trîgonométriques , Touvrage de Dclambre , in- 
titulé Méthodes analytiques pour la détermination d'un 
arc du méridien^ et les Traités de M. Puissant, déjà 
cités. 

45. La troisième question que je dois résoudre ici a 
pour objet la détermination d'un point par l'obsen^a^ 
tien des angles compris entre les droites menées de ce 
point à trois points donnés^ et elle se présente comme 
un des moyens les plus commodes pour placer sur un plan 
ou sur une carte, un point qui ne s'y trouve pas marqué. 
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Lorsqu'on la considère dans le cas le plus général , elle 
se rapporte à la Géométrie dans Tespace , et j'en ai donné 
la solution graphique dans le Complément des Éléments 
de Géométrie ; mais quand les trois angles sont dans un 
même plan, il y en a toujours un qui est la somme ou 
la différence des deux autres , en sorte qu'il suffit d'obser- 
ver ceux-ci pour en conclure le premier 5 et l'on peut rame- 
ner les autres cas à celui-là , en se servant de la réduction 
des angles au plan horizontal^ enseignée dans le n^ 62. 

La solution graphique de ce cas consiste à décrire sur 
les lignes AB et AC (fig- 20) qui joignent les trois points 
donnés A , B , C , deux segments de cercle capables des 
angles BDA , CD A , observés au point cherché D , entre 
les points A et B , A et C. Les circonférences des cercles 
se couperont d'abord au point A , qui leur a été rendu 
commun par la construction , et ensuite au point D, qui 
sera évidemment le point demandé. 

Je n'entrerai pas dans la discussion des différents cas 
que peut présenter le problème, relativement aux diverses 
situations respectives des points donnés A, B, C et du 
point cherché D ; je me bornerai à faire remarquer que 
la somme des angles observés BDA , CDA indique si l'on 
est placé dans le triangle ABC, ou en dehors. Dans le 
premier cas, elle surpasse deux droits; dans le second, 
elle est moindre \ et , si elle était précisément égale à deux 
droits, on serait placé sur la ligne BC. Cela est trop fa- 
cile à prouver pour que je m'y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer à ce problème le 
calcul trigonomé trique. Les données sont les parties du 
triangle BAC, et les angles observés BDA et CDA 5 je 
ferai en conséquence 

AB=:«, AC^r/», BDA=:a, CDA=:,Ô, BAC = 7, 

et je prendrai pour inconnues 

ABD = a7, ACD = j, 
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parce que ces angles étant trouvés , on en connaîtra deux 
avec un côté, dans chacun des triangles BAD etDAC dont 
on pourra alors calculer toutes les parties (34). Cela 
posé, les triangles BAD et DAC donneront 

sin BDA : sin ABD : : AB : AD , 

sin CDA : sin ACD : : AC : AD , 

ou 

, ^ rt sin ^ 

sm a : sm a: : : (7 : AD = — ; ? 

sm a 

« • / i^ bsinr 

sm S : sm r : : 6 : AD = —7—;; ; 

' sm p 

on conclura de là l'équation 

a sin X b siny 

— : = — : — r— î 

sm a sm p 

qui revient à 

a sin p sin j: — b sin a sin j =: o. 
Mais , dans le quadrilatère ABDC , on a 

ACD = 4 angl. droits — BDA — CDA — BAC — ABD ; 

d'où 

j^ = 4 angl. droits — a — p — 7 — x. 

Faisant, pour abréger, 

4 angl . droits — a — p — 7 = ^, 
il viendra 

et, par conséquent, 

a sin p sin x — b sin a (sin ^ ces x — cos 'î sin a;) =: o ; 
divisant tout par sin a:, on obtiendra 

(cos X \ 

sin S -. cos »î I = o, 
sm X I 
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d'où Ton conclura 

cos X a sin ô 4- 6 sin a cos 5 

''^, = COt :c = 7—: : — r 

sm X sm a sin o 

Si l'on partage cette expression en deux parties , on 

aura 

a sin B cos ^ 

COtX= — . \-^- 11 

h sm a sm o sm o 



ou bien 



ou enfin 



cos ^ / a sin S \ 

cot X = -: — - ( -r-, ^— -f- 1 1 

sm o\h sin a cos o / 

. / « sin B \ 

COt j; = COt 1 7—; !-— ^ -f- 1 I 

\ e» sm a cos o / 



Voilà la question résolue, puisque, avec Tangle o:, on 
a l'angle/. 

Note sur le nivellement. 

Il est utile de remarquer comment , par le moyen du triangle 
rectangle BAA' (fig- 19), on a déterminé, dans le n** 45 , la 
hauteur AA' du point A au-dessus du point A' qui lui corres- 
pond dans le plan A' BC, parce que , si ce dernier est hori- 
zontal^ la ligne AA' est alors la différence de niveau entre le 
point A et le même plan, et, par conséquent, aussi entre le 
point A et le point B. 

L'opération qui fait connaître cette différence est nommée ni- 
vellement: elle s'exécute de plusieurs manières, suivant la na- 
ture des instruments qu'on y emploie, et l'étendue des espaces 
que Ton considère \ mais son but est toujours de déterminer de 
combien un point est plus élevé ou plus bas qu'un autre, dans le 
sens vertical, ou perpendiculairement à la surface terrestre. Il 
existe des Traités spéciaux de nivellement auxquels je renverrai 
le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu'on possède, dans 
le cercle répétiteur, un instrument portatif propre à mesurer les 
angles avec la plus grande exactitude, on peut, comme je l'ai 
indiqué n" 43, trouver immédiatement la différence de niveau 
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dedeax poînis, pu la mesare de l*aiigle que (ait, avec la ver- 
dak passant par Fan de ces points, la droite qui les joint. 

J'ai sapposé dans le texte les deux droites BD et AA' paral- 
lèles entre elles; mais cette drconstance n'a lieu pour les verti- 
calesqoe dans un espace assez petit , à cause de la convexité de 
la soffiioe terrestre. En la supposant sphérique , œ qui est à très- 
peu près exact, les verticales concourent au centre C {fig» ai)» 
comme le marquent les lignes AC et BC ; la ligne BA', perpendi- 
culaire à BD, sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre, et la différence de niveau , suivant la définition donnée 
ci-dessus, sera Ast et non pas AA', c'est-à-dire la différence 
entre les côtés BC et AC du triangle ABC, dans lequel on con- 
osât le côté AB mesuré , le côté BC égal au rayon moyen de 
la terre et de 6366 ig8 mètres, enfin Tangle B compris entre 
ces côtés, et supplément de l'angle observé DBA. Cela posé, si 
Ton prend 

BC = û, AC=>, AB = r, 

on obtiendra (56) 



b = ^a* + c' — aac cos B ; 



et comme c est toujours fort petit à Tégard de a , je donne à 
cette expression la forme 

, / r' — 2ûccosB\' r . 2c / f vy 

*=«(»+ — 7' — )=4'+-^w~'°' )J" 

c 
Faisant ensuite, pour abréger, cos B = w, puis dcve- 

loppant par la formule du binôme, ii viendra 

- / iicm\^ I cm ï c^ni^ 

b = a(i-\ ) =flH r+--- 

\ a J \ a 2 a^ 

et la ligne cherchée A a étant égale à b — a, je supposerai 
b^= a -i- Sy d'où il résultera, après la réduction , 



I c^m 



§ z= cm h 

2 a 
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La ijuantité m et ses puissances se calculeront iacileiiient par 

c 
les logarithmes, en prenant — = cos B', parce qu^alors (27) 

cosB = co8B' — cosB = î sin i(B-f-B') sin- (B— B'). 

Quand Tangle B est droit , la ligne BA se confond avec BA'; 
et si Ton considère alors le point a', intersection de BA' et 
du rayon AC, on a 

c=z Ba', 

et 5 devient olol' ^ c'est-à-dire la distance entre le point a' pris sur 
la tangente et le point a qui lui correspond sur la surface ter- 
restre, ou la différence entre le niveau apparent et le niveau 

réel. Dans ce cas , w = — ; ainsi 

la 

^ = Q— ; -4-. . . , 

la TQa^ 

ce qui fait connaître la quantité dont la surface terrestre s'a- 
baisse au-dessous de sa tangente, à une distance c du point de 
contact. 

Le plus souvent, on rapporte d'abord le point A en A' sur la 
tangente BA^ puis, à cause de la petitesse de Tangle G, on re- 
l^arde les droites A A' et A a' comme se confondant, et Ton prend 
pour A a la somme des droites A A' et aa'. 

On peut se passer de mesurer la distance AB, pourvu qu'on 
observe Tangle EAB en même temps que Fangle DBA. On con- 
naît alors, dans le triangle ABC, les deux angles B et A, supplé- 
ments des angles observés, et Ton a (5i$) 

b —a _ tang|(A — B) 
b ^-a'" tangl(A-f-B)* 



Faisant, pour abréger, 

tang-i(A--B) 
tangi.{A + B) 



= w, cl b =z a '\' Sy 
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un trouve 



= /// , ou ù=. 



2/1 -h ^ I — m 

Or 

= I 4- /w -f. ,i|5 4- . . . (Éléments d'Jlgèbre, ft55) ; 

I — m 

donc 

^ = 2 am ( 1 -f- 7/1 -H /w* + . . . ), 

série très-convergente quand les angles A et B approchent d'être 
droits. Le premier terme 2,am suffira le plus souvent. 

Quand on opère avec exactitude, il faut corriger les angles EAB 
et DBA de la réfraction que les rayons de lumière éprouvent 
en traversant Tair^ de A jusquVn B; mais j*ai principalement 
rapporté les deux questions précédentes pour servir d^exemplc 
de l'application des séries à la résolution approchée de certains 
cas des triangles. 



S 
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caiAPiTRE n. 

De 1» Trlsonomëtrle epliërlque* 

4f6. Les triangles sphériques que l'on calcule ordinai- 
rement sont ceux que forment , sur la surface de la sphère, 
trois grands cercles qui se coupent deux à deux. Un tel 
triangle détermine toujours un angle trièdre; et, réci- 
proquement, d'un pareil angle on déduit aussi un trian- 
gle sphérique. En effet, soit ABC [fig^ 22) un triangle 
sphérique quelconque , et que l'on ait mené de chacun de 
ses angles, au centre de la sphère dont îl fait partie, les 
rayons AS, BS, CS; les plans ABS, ACS, BCS seront 
ceux des grands cercles sur lesquels sont pris les arcs AB, 
AC , BC , côtés du triangle proposé, et ces arcs mesurent 
les angles rectilîgnes compris sur chacune des faces de 
l'angle trièdre SABC entre ses arêtes SA et SB, SA et SC, 
SB etSC. L'inclinaison de deux plans se mesure, comme 
on sait, par l'angle rectilîgne que forment deux droites 
menées dans chacun de ces plans , par un même point de 
leur commune section, perpendiculairement à cette ligne : 
il suit de là que si , par le point A , on tire les droites AI 
et AK , perpendiculaires Tune et l'autre à AS , mais la 
première dans le plan ABS et la seconde dans le plan 
ACS, l'angle rectiligne IAK mesurera Tinclinaison de ces 
deux plans. Il est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI 
sera tangente à l'arc AB, et que AK sera tangente à 
l'arc AC 5 et comme on prend pour l'angle que forment 
deux lignes courbes, celui que comprennent les tangentes 
menées au point où elles se rencontrent , l'angle IAK sera 
donc aussi la mesure de l'angle fait par les arcs AB et AC. 
Il en serait de même de chacun des deux autres angles du 
triangle : les inclinaisons des faces de l'angle trièdre SABC 
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ont donc la même mesure que l'angle correspondant du 
triante sphérique ABC. Le triangle sphérique et Fangle 
trièdre sont composés, par conséquent ^ de six parties qui 
se correspondent, savoir : les trois côtés du triangle qui 
répondent aux augles des an^tes de l'angle trièdre, et les 
trois angles du triangle qui répondent aux inclinaisons 
réciproques des faces de l'angle trièdre. 

Euler, qui s'est occupé à plusieurs reprises de la Tri- 
gonométrie sphérique , pour la présenter sous des points 
de vue nouveaux, a donné, en 1779, un Mémoire que 
Ton peut regarder comme un Traité complet de cette 
branche des Mathématiques. Sa forme, entièrement ana- 
lytique, m'a engagé à le présenter à mes lecteurs, en y 
faisant les changements nécessaires pour ne l'appuyei- 
que sur un seul principe, et simplifier quelques résul- 
tats (*). 

47. Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphériques 
repose uniquement sur la construction suivante^ qu'il 
est , par conséquent , imporlant de bien saisir. 

De l'angle C du triangle ABC on abaisse une perpen- 
diculaire CD sur le plan ASB du côté BA opposé à cet 
angle; du point D on mène les lignes DE, DF, respecti- 
vement perpendiculaires sur SA et SB-, on tire les. lignes 
CE et CF, qui seront de même perpciidiculaîres aux 
lignes SA et SB [Géométricy 202). Il suit de là que les 
angles CED et CFD mesurent les inclinaisons des plans 
ACS et BCS sur le plan ABS, ou, ce qui est la même 
chose, donnent la valeur des angles A et B du triangle 
sphérique ABC. Je désignerai dorénavant les angles de 
ces triangles par la lettre placée h leur sommet, et les 

(*) Âcta Âcademiœ Scientiarum PetropolUanœ, anno 1779, pars prior; 
voyez aussi le Développement de la partie élémentaire des Mathématiques, 
par Bertrand; Genève, 1778 (tome II, page 670);, et le Traité que 
M. J.-L. Hestermann a public à Vienne en 1830, sous lo titre de Trigono- 
metriœ sphericœ loges et formula mclhodo merè analytica demonstratœ. 
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côtés qui leur sont opposés, par une lettre semblable, 
maïs prise dans le petit alphabet; ici, comme dans le 
n" 31 , le côté BC opposé à l'angle A sera nommé a, et 
ainsi des autres. Le rayon SG de la sphère étant supposé 
égal à l'unité comme celui des Tables, on aura alors 

CE = sin C A = sin 6 , SE = ces CA = ces b , 
CF r= sin CB = sin o , SF = cos CB ~ cos a . 

Dans le triangle rectiligne CDE, rectangle en D, et dont 
Tangle CED = A , on trouvera 

CD = CE sin CED =r sin ^> sin A , 
DE = CE cos CED c= sin 6 cos A . 

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle en 
D , et dont Fangle CFD = B , on obtiendra 

CD = CF sin CFD = sin a sin B, 
DF = CF cos CFD = sin a cos B . 

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
entre elles , donnent d'abord 

(A) sin ^ sin A = sin a sin B , 

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques, 
l'analogue de celui du n° 32. 

Il est évident qu'on doit avoir de même les deux équa- 
tions suivantes : 

sin c sin A = sin ^ sin C , 

sin r sin B = sin ^ sin C . 

Maintenant, par le point E je mène EG perpendi- 
culaire sur SB, et par le point D je tire DH parallèle à 
SB^ je forme de cette manière un triangle rectangle HDE 
dans lequel HED =: ASB , puisque les angles SED et SGE 
étant droits par construction, HED et ASB ou ESG sont 
compléments du même angle GES. De la résolution du 
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triangle HDE, on déduira, par conséquent y 

HD = DE sin DEH = DE sin c = cos A sin b siii c . 

Mais 

SF = cos fl = SG -+- GF = SG -f- HD , 

et 

SG= SE cosESG = cosb cosc; 

on aura donc 

cos a = cos b cos c + cos A sin b sin c , 

équation qui exprime une relation entre le côté a, les deux 
autres côtés &, c et Tangle qu'ils comprennent. 

Il est évideiù qu'en considérant en particulier chacun 
de ces derniers , on trouvera de même deux équations sem- 
blables à la précédente; et Ton formera de cette manière, 
entre les six parties du triangle ABC, les trois équations 

icosfl = cos b cos c -\- cos A sin ^ sin r , 
cos b = cos a cos c -+- cos B sin a sin c, 
cos c = cos a cos b •+■ cos C sin a smb {*). 

48. Ces trois équations renferment implicitement les 
équations (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendre 
les valeurs qu'elles donnent pour cos A , cos B , cos C , et 
de les substituer dans les équations 

sin A' =r 1 — cos A% 
sin B* = I — cos B% 
sinC= = I — cosC^ 

On ii*ouve , par la première de celles-ci , 

. ^, cosfl' — 2 cos rt cos ^ cos c -4- cos //^ cos r ■ 

Sm A' = 1 :— r— 7 

sm 0^ sm c^ 
__ sin b^ sin c- — cos a^ -h i cos a cos b cos c — cos 6' cos c' 

sin b'* sin c^ 
^ (i — cos3*)(i — cosc') — cos A Vos c^ — CO Srtt'H-?^0OS/3rCOS^ COSf 

sin^^ sine' 
I — cosfl' — cos b^ — cos c' 4- 2 cos a cos b cos c 

sin /)' sin c' ' 

(*) Ces équations sont par rapport aux trianf^los sphériqnos co i\\\o 
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multipliant les deux termes de cette fraction par sin a*, et 
prenant ensuite la racine carrée , on obtiendra 

^i — CCS a' — cos^' — cosc^-H 2 ces a ces 6 cosc 



sin A = sinû X 



sin a sin b sin o 



Si^ pour abréger, on représente par M la quantité qui 

multiplie sin a dans le second membre de cette équation, 

on aura 

sin A = M sin a : 

on trouvera de môme 

sin B = M sin b, sin C == M sin c ; 

et, par l'élimination de M, on retombera sur les équa- 
tions (A). Il est à propos de remarquer que les trois côtés 
a^b^c entrent tous de la même manière dans rexpression 
de M , car c'est pour cela qu'elle est commune aux valeurs 
des sinus de chacun des angles (*). 

Les équations (B) suffiront donc pour résoudre un 
triangle sphérique quelconque, lorsque l'on connaîtra 
trois de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus 
ne doivent être regardés que comme une seule inconnue 9 
puisqu'on peut toujours exprimer Tun par l'autre; mais 
pour appliquer plus facilement ces équations aux difTé- 

sont par rapport aux triangles rectiligncs les équations dont fait partie 
celle du n^ 56 , qui expriment la relation d'un côté avec les deux autras 
et Tangle qu'ils comprennent, équations qui sont reprises et simplifiées 
dans le n° 100. On trouvera dans la note C, à la fin du livre, une autre 
manière d'obtenir cette relation. 

( * ) En désignant par N le numérateur de la quantité M , par y , )9, a les 
trois arêtes contiguës d'un tétraèdre quelconque, et par «, 5, c les trois 
angles qu'elles forment, il résulte d'un Mémoire d'Euler que le Tolume de 
ce tétraèdre est égal à \ a/S-/ x i N , et que \ N revient à 

\^sin|(a-hft-l-c)sin|(a-i-Z» — c) 8in^(a-t-c — 6jsin^(6 -hc — a). 

Dans le tétraèdre SABC , a = /3 = •/ = 1 ; son volume est donc égal 
à|N. {Y oyez les Novi Commenlarii Acad. Petropolitanœ, t. IV, p. 160, et 
le VI® cahier du Journal de V École Polytechnique, p. yr^-K 
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renis cas qui peuvent se présenter, on leur fait subir (juel- 
qoes transformations que je vais exposer. 

49. On peut y changer les angles dans les côtés qui leur 
sont opposés , et réciproquement, en observant de donner 
le signe — aux cosinus. Pour le prouver, il faut éliminer 
cosa des deux dernières, au moyen de la première; on 

trouvera 

cos6=: cos^ cosc'-l- cosA sin b sine cosc -H cosB sin/7 sinr, 
cosc = cos b"^ ces c 4- ces A sin /; sin c ces b -\- cos C sin a sin b. 

En substituant dans ces i^sultats i — sine- à cosc*, 
1 — sini' à cosi*, ils se réduisent; le premier devient 
divisible par sine, le second par sinft, et ils peuvent 
ensuite s'écrire ainsi : 

/p, ( cosB sin a = cos ^ sin c — cos A sin b cos c , 
1 cos C sin fl = sin ^ cos c — cos A cos b sin c . 

Si Ton multiplie la seconde de ces équations par cos A, 
quonTajoute à la première, et que Ton substitue 1 — sin A" 
au lieu de cos A*, on obtiendra 

sin a (cos B -+- cos A cos C) = sin A- cos b sin c. 

Mais il suit des équations (A) que sin c sin A = sin a sin C ; 
faisant la substitution de celte valeur dans le second mem- 
bre de l'équation ci-dessus , elle deviendra divisible par 
sin a, et l'on aura 

cos B 4- cos A cos C = cos b sin A sin C , 

ou, ce qui est la même chose, 

cos B = — cos A cos C 4- cos b sin A sin C. 

En comparant ce résultat avec les équations (H), on voit 
quilse déduirait immédiatement de la seconde, eu chan- 
geant les grandes lettres en petites , et réciproquenienl • ri 

TKIGONOUKTRIK , 10*^ écilt, 5 
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en affectant tous les cosinus du signe — . En effet , en opé- 
rant ainsi , il vient 

— ces B = ces A cos C — ces b sin A sin C , 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en 
cbange tous les signes. 

La relation qu'a l'angle B avec les deux angles A , C 
et le côté h qu'ils interceptent, existe nécessairement dans 
cbacune des combinaisons semblables d'angles et de côtés: 
on a donc en même temps les trois équations 

icos A = — cos B cos C 4- cos a sin B sin G , 
cos B = — cos A cosC + cos b sin A sinC, 
cos C = — 'cos A cos B + cos c sin A sin B . 

50. Il faut remarquer qu'en prenant les cosinus n^a- 
tivement, on passe des arcs a, i, c et des angles A, B, C, 
à leurs suppléments, puisque 

— cos A = cos (2? — A), — cos« = cos(2î — a), 

et ainsi des autres (23). Si l'on substitue ces valeurs dans 
les équations ci-dessus, en faisant, pour abréger, 

29— A = A', 2Î~-fl[ =«', . .., 

elles prennent la forme 

cos A' = cos B' coS C -\- cos a' sin B' sin C , 
cos B' == cos A' cos C -f- cos ô' sin A' sin C , 
cos C = cos A' cos B' ■+■ cos c' sin A' sin B' , 

parfaitement semblable à celle des équations (B) , et elle» 
appartiennent , par conséquent , à un triangle sphérique 
dont les côtés sont A', B', C, et les angles a', i', c' (*). 



(*) M. J. Binet m'a fait remarquer qu'on rend encore les équations (B) 
et (B') parfaitement semblables, en substituant à la fois dans les unes el 
dans les autres , aux angles du triangle sphérique, leurs suppléments. 
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Un tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplé- 
ments des c6tés du triangle ABC , et ses côtés mesurent 
les suppléments des angles du même triangle; il est dé- 
signé, dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de 
triangle supplémentaire , et l'on prouve que les sommets 
de ces angles sont les pôles des côtés du premier, et vice 
versa (*). 

51 . Les équations obtenues dans le n^ 49 , sous la dé- 
signation (C), qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique ABC , peuvent se transformer en d'autres qui 
n'en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela substi- 

1. j . 1 1 ., sin 6 sin A 
tuer, au lieu de sm a, dans la première- ; j et 

'^ sm B 

j 1 j sincsinA,.-x ces/? 

dans la seconde, — :— 7; — (4' ) i et comme -r-^^ = cot w, 

' sm C ^ ^ ' sm p ' ' 

on trouvera alors 

^ ces b sine — ces A sin b cos c 

cot B = : — ;: — : — r 9 

, , , sm A sm o 

(D) / 

-, sin b cos c — cos A cos b sin c 

cot C = : — , . • 

sin A sin c 

Il est facile de former, à Tinspection de ces valeurs , 

car les équations (B) deviennent 

cos a = cos b cos c — cos A' sin b sin c , 
etc., 

et les équations (B' ) , 

cos A' = cos B' cos C — cos a sin B' sin C, 
etc. 

(*) La considération de ce triangle donne les limites de la somme des 
angles des triangles sphcriques , qui n'est pas constante comme celle des 
angles des triangles rectilignes. En effet, la somme des angles d'un trian- 
gle sphérique quelconque et des côtés de son triangle supplémentaire, 
formant six angles droits , si l'on en retranche la somme dos côtés de ce- 
lui-ci , qui est toujours moindre que quatre droits {Géométrie, 289), il res- 
tera plus de deux droits , et moins de six pour celle des angles du premier 
triangle. 

5. 
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toutes cellos qui leur sont analogues, en y permulaul les 
lettres d'une manière convenable ; mais il importe sur- 
tout de remarquer que, puisqu'elles sont déduites des 
équations (B), on y pourra changer, de la même manière 
que dans celles-ci , les côtés en angles, et réciproquement, 
en allectant les cosinus et les cotangentes du signe con- 
traire à celui qu'ils ont , et il viendra 



, ces B sin C -h ces a sin B ces C 

cet O =• : : — î 

sm a sin B 

(D') { 

^ ' * sin B ces C + ces a ces B sin C 

cet c = : : — 7; • 

SU) a sm c 

52. Les cinq systènKîs d'équations (A), (B), (B'), (D), 
(D') donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas que peut offrir un triangle spliérique quelconque. Le 
premier exprime la relation qui existe entre les angles el 
les côtés opposés. • 

53. On tire du second les formules suivantes : 

CCS a = cos h cos c -h ces A sin b sin c 
00s b = cos a cos c -f- cos B sin ^ sin r J , 
los c = cos a cos b -+- cos C sin a sin b 

cos a — cos b cos c 



cos A = 



cos B =: 



cosC = 



sin b sin c 

cos b — cos a cos c 
sin a sin c 

cos c — cos a cos b 
sin a sin b 



dont les trois premières font connaître un côté par le 
moyen de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent y 
et dont les trois dernières donnent les angles par le moyen 
des côtés. 

54, Le troisième systènie produit, de même que fc 



^ 
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\ précédenl, six formules, qui sont : 

[ 

cos A =r — CCS B cos C -h sin B sin C cos a 

CCS B = — cos A cos C -4- siji A sin C cos b \ , 

cos C = — cos A cos B -h sin A sin B cos c 

cos A -h cos B cos C 



cos a = 



cos b = 



cosc = 



sin B sin G 

cos B + cos A cos C 
sin A sin C 

cos C -f- cos A cos B 
sin A sin B 



Les trois premières feront trouver un angle , lorsque 
Ton connaîtra les deux autres et le côté qu'ils com- 
prennent 5 les trois dernières donneront chacun des côtés 
lorsque tous les angles seront connus. 

S5. Le quatrième système , en y faisant toutes les per- 
mutations possibles , donne les six formules 

cos a sin b — cos C sin a cos b 

cot A = . ^ . 9 

sm C sm a 

^ sin a cos b — cos C cos a sin b 

cot B = . ^ . — 7 » 

sin G sin o 

cos a sin c — cos B sin a cos c 

cot A = . -, . 9 

sm B sin a 

^ sin a cos c — cos B cos a sin c 
cot c = . ^ . 9 



cot B = 



sin B sin c 

cos ^ sin c — cos A sin b cos c 
sin A sin h 



_, sm b cos € — cos A cos b sm c 

cot G = = — : — : — : •) 

sm A sm c 

par le moyen desquelles on déterminera deux des angles 
d'un triangle sphérique , lorsque l'on connaîtra le troi- 
sième angle et les côtés qui le comprennent. 



feb 



/ 



» 9 » 
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56. Le cinquième système, enfin, conduit aux six for- 
mules suivantes : 

(OS A sin B -4- cos c sin A ces B 



cet a = 



cet/» =3 



sin c sin A 

sin A cos B -f- cos c cos A sin B 
sin c sin B 



cos A sin C + cos h sin A cos C 

cot a = : — t — \ — > 

sm b sin A 

sin A cos C + cos h cos A sin i\ 

cot c = : — r— : — 9 

sm o sm (. 
, cos B sin C -f cos a sin B cos C 

cot b = : : 5 

sin a sm B 
sin B cos C -f- cos a cos B sin C 

cot c =: : t-t; 9 

sm a sm C 

qui serviront à déterminer deux des côtés d'un triangle , 
lorsque l'on connaîtra le troisième et les deux angles 
entre lesquels il est compris. 

57. Les formules conclues des systèmes (B) , (B'), (D) 
et (D') (53-56), méritent la plus grande attention, 
tant par leur élégance que par la propriété qu'elles ont 
de faire connaître si l'arc ou l'angle qu'elles expriment 
est moindre ou plus grand qu'un quadrant ou qu'un 
angle droit, propriété que n'auraient point les expres- 
sions des sinus des mêmes arcs. En effet, le sinus d'un 
arc étant le même que celui du supplément de cet arc, 
tant par sa valeur que par son signe , toutes les fois que 
Ton ne connaît que le sinus d^un arc , il n'est pas pos- 
sible de savoir si cet arc doit être plus petit ou plus grand 
qu'un quadrant ^ mais lorsqu'on a le cosinus , ou la tan- 
gente, ou la cotangente. et qu'on sait d'ailleurs que cet 
arc ne peut être égal à la dcmi-cîr conférence, ce qui est 
le cas des côtés des triangles sphériqucs et des arcs qui 
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mesurent leurs angles , on voit par le signe du résultat, si 
l'arc cherché surpasse ou non i'' : le cosinus, la tangente 
et la cotangente ont le signe — dans le premier cas , et< 
le signe + dans le second. Si donc on a soin de donner 
aux quantités connues qui entrent dans les formules rap- 
portées ci-dessus , les signes qui doivent les affecter, d'a- 
près la valeur des arcs auxquels elles appartiennent , le 
signe du résultat fera connaître V espèce du côté ou de 
l'angle cherché, c'est-à-dire s'il est plus petit ou plus 
grand qu'un quadrant, s'il est aigu ou obtus. 

58. Ces mêmes formules se simplifient beaucoup lors- 
que le triangle proposé est rectangle , c'est-à-dire lorsqu'un 
de ses angles est droit. En effet , si l'on suppose que C = i', 
on aura 

sin G = I , ces G = o , 
et il viendra 

ces c = CCS a ces b (tf5) , 
CCS A ces B ^ ^ ,^., 

COSC=-: ; — : — - = COtAcOtB (o4), 

sin A sm B \ / » 

CCS A = sin B ces a \ 
CCS B = sm A CCS c> ; 

sin ^2 = sine sin A, sin ^ = sin c sin B (47), 

, cosB \ ( , . 

col = -: T-r=r 1 lanc b = sm a tang B 

sm a sm B J i 

ces A ■ 1 

cota = -; — j— : — r I 1 tanga = sin b tangA 

sm^smAI ,^^. ^ ° 

) (ô6), d'où ( 
ces b cos A I j , 

cot c = : — 7 — I 1 tant; b = cos A tance 

smô I I 

cosa cosB I f 

col c = : I lanc a = cos B tance 

sma \ \ 

et en ne prenant, parmi ces formules, que celles qui dif- 
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fèrent essenlielleincnt, on aura les six que voici : 

cos c z= cos a cos b , 

cos c = cet A cot B , 

sinfl = sine sin A, 

tanga = sin b tang A , 

tang a = cos B tang c , 

cos A = sin B cos a , 

qui , par les renversements dont elles sont susceptibles , 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rectangles 
en C 5 et dans lesquels le côté c , opposé à l'angle droit, 
se nomme hypoténuse , aussi bien que dans les triangles 
rectilignes. On obtiendrait des formules analogues pour 
le cas où le triangle sphérîque proposé aurait un de ses 
côtés égal au quadrant; mais je ne m'y arrêterai pas. 

59. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 
rithmes aux calculs des triangles sphériques , il faut trans- 
former les formules des n°^ 53 et 54 , en d'autres dont le 
numérateur et le dénominateur soient décomposés en fac-. 
teurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une manière aussi simple 

qu'élégante. 

„ Tx ,, . . cos« — cos6cosc 

1°. De 1 expression cosA= -. — ; — -. 5 com- 

^ sin o sin c 

prise parmi celles du n° 53, on tire 

cos(^ — c) — cos« ... 

I — COSA= —. — ; — : (li), 

sin o sm c 

cos a — cos( b -^ c) 

I -h cos A ~ — > -— r^ , 

sm à sin c 



d'où , à cause de 



i + cos A 
il suit 



I — cos A I , , . _,, 

= tang -A' (27), 



1 cos (b — c) — cos a 
tang - A^ rr ^ ^-- . 

2 cos a — cos (0 'h c) 
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mais 

cosp — cos </ = — 2 sin !(/? -f- 7 ) sin 7 (/? — rj) (27 ) : 
donc 



I ^ /sin I ( b 

tang-A = 1/ . '' 



— c -h a) sin Y {à — c — a) 
-\- b -^ c)sin\{a — b — c) 



En opérant ainsi sur les autres expressions du même 
n° 53, on parviendra à des résultats semblables. 
2^. Prenant, dans le n° 54, l'expression 

CCS A 4- cQS B cos C 
siQ B sin C 

on en déduit 

cos(B-l-C)-f-cosA 



1 — cos a = — 



1 4- cosû = 



sin B sin C 

cos A -+- cos (B — C) 
sin B sin C 



d'où 



I ^ cos (B H-C) -f- cos A 

'^"g 2 ^ "" """ cos(B — C) H- cos A ' 



mais 

cosp 4- cos 7 = 2coS7(/^ H- 7) coSj{p—'q) (27) : 
donc 



r = / 



__ cos-^(B-t-CH- Ajcos-j-(B + C — A) . 



formule que le signe — du numérateur ne rend pas ima- 
ginaire, parce que l'arc j (A H- B 4- C) , surpassant le 
quadrant, a un cosinus négatif (*). 

(*) Euler, pour donner plus d'uniformité à ses résultats, emploie tou- 
jours les tangentes des arcs à déterminer; mais on peut, dans ce qui pré- 
cède, arriver un peu plus simplement au sinus. 

lO. On a 

I — cos A = 2 sin ' A* ( 27 ), 
ot par la formule 

cos^; — ros // = — .> sin { {p H- 7) siu^(/; — y). 
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3*^. Les expressions dn n** 53 donnent aussi 

cos a — cos b cos c = sin è sin c ces A , 

CCS h — cos a cos c = sin a sin c cos B ; 

et divisant la première de ces équations par la seconde ; en 
observant que , d'après les équations ( A) , on a 

sin b sin B 

-: = -: — -') 

sm a sm A 

on trouve 

cos ( & — c) — cos az=z — asinKô — c-ha)sin{(& — c— a), 
ou , en changeant le signe de l'arc \{b — c — a) et de son sinus, 

C08(ô — c) — cosa = 3sin-j(rt-i-fc — c)sin \{a'\'C — i); 

mettant ces valeurs dans celle de i — cos A, et prenant la racine carrée de 
chaque membre , il vient 

.:„ 1 A — 4/ sini(fl-H& — c)sini(flH-c — fc) 
▼ sin 6 sm c 

3°. Si Von observe de même que 

I — cos û = 2 sin Y a*, 

pt que l'expression de cos ;; -f- cos q donne 

cos (B4-C) -h cos A = 2 cos|(B-i- C -+- A) cos|(B -h C — A) , 
on trouvera 



sin^fl= Y ' 



— cosj(A-+-B-hC)cob1(B + C~A) 
sin B sin G 



En divisant l'expression de sin ^ A par celle de tang { A , observant 
que 

8in|(ô — c — a) = — sin j(a4-c — ô), 

sin j(a — h — c)=: — sin j ( ^ -H c — a ) , 

et réduisant, on obtient 



jA=y/±iii^ 



cosi-A= V ^ ' i ' ' 

sm b sm c 



formule qui peut être utile quand l'angle A est très-près de deux droits, 
parce qu'alors | A approchant de l'angle droit, son sinus varie peu. ÇyojreM 
la note B.) 

En traitant de même les expressions de sin ^a et de tang ^ a, on trou- 
vera 



ia = y/^^ 



,i(A-t-B — C)sinA(A + C — B) 
sm nsm (. 
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on trouvera 

cos a — cos b cos c sin B cos A 
Gos b — COS a cos c sin A cos B 

Si Ton ajoute ensuite Tunité aux deux membres de 
cette dernière , elle deviendra 

cos a — cos b cos c sin B cos A 

cos — cos a cos c sin A cos B 

et on la changera facilement en 

(cosa + cos^) (i — cosc) sin (A 4- B) 

cos b — cos a cos c sin A cos B 

par la réduction des termes de chaque membre au même 
dénominateur. 

En retranchant Tunité au lieu de Tajouter, on aura 

cos a — cos b cos c sin B cos A 

cos b — cos a cos c sin A cos B ' 

d'où l'on tirera 

(cos a — cos 6) (i -f-cosc) sin(B — A) 
cos b — cos a cos c sin A cos B 

Divisant ce résultat par le précédent , il viendra 

cos« — cos b I -f- cos c sin (B — A) 
cos a + cos b I — cos c sin ( B + A ) ' 

et comme, d'après le tableau de la page 33 , 

cos a — cos b I / f . \ * ' / f V 
= tang -(^-f-fljtang- (6 — «), 

COSfl + COS^ '^ 2 ^ ' ®2^ " 

1 -h cos c I ., . . , , 
=: cot - c% sin p = 2 sin ^ » cos ^ p , 

1-— COSC 2 

on trouvera 

I tang 1(0 — a) tang y (ô + n) cot-^r' 
__ sin|(B — A)cosHB — A) 
~"sin-;-(B + A)cosi(B-h/ 



T . • t 



\ 
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Mais en ajoulanl et en retranchant successivement Tuiii lé 

, 1 j , j 1» / . sin 6 sin B 

a chacun des membres de 1 équation -: — = -; — -9 puis 

^ sin a sin A * 

divisant les deux résultats l'un par l'autre, on parvient à 

Téquation 

sin b — sin « sin B — sin A 

sin 6 -h sin « sin B -t- sin A 

qui peut être transformée ainsi : 

I,, , 1,, , sin|(B — A)cos7(B-h A) 

^■•'"gi(^-")'^"^i(^ + '^)= sinX(B + A)cos;(B-Aj ' 

par les formules du tableau de la page 33. Multipliant 
alors entre elles , membre à membre , cette équation et 
l'équation (a) , en observant que 

tang-^(è + âr)cot|(^> -+-«)= i (9), 

on (obtiendra 

r » /L \'V I , [sinHB — A)p 

[tang-(^-.«)J cot-c-^ ^^.^j|3_^^;j^ , 

extrayant la racine de chaque membre, il viendra 

I , , , I sin KB — A) 

tang-(6 — a)cot-c = -^ — 7-7- -;, 

°2^ ^2 sin4-(B-hA) 

et divisant l'équation [a) par cette dernière, ou aura 

I , ,x I cos|(B — A) 

tanc -{« -h 0) cot-c = *-y- —'. 

^2^ ' 2 cos|(B-hA) 

En se rappelant que = tang p (9) , on déduira 

-des deux équations ci-dessus les expressions 

I ,, . , I sin|(B — A) 

tang-(6-a)=:tang-.^j^^^3-p^j, 

i ,, , 1 cos-j(B — A) 

tang-(c> + «) = tang-c }-^ (, 

^^2^ ^ ^2 cos4(B + A) 

qui feront connaître deux côtés d'un triangle sphérique, 
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dont on aura le troisième c\»tê et les Vieux an;:Io> t^iitix' 
lesquels il est compris . puisqueit ilôsigiunt par /' of .> 
les YaleuTS des arcs /> -t- « et h — «î , il ou rt^suho 

4®. En prenant encore, dans le n*^ 51, les (H]uanous 

ces A -4- ces B ces C = sin B sin oos a , 
cos B -+- ces A ces C = sin A sin C ces h , 

et divisant la première par la seconde, ou tix>u\ora 

cos A -f- cos B cos C sin B cos n sin h oos n 

cos H H- cos A cos C sin A cos b sin a oos h 

Ajoutant et retranchant successivement Tunité à clincuii 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultais Tuii 
par l'autre, on en conclura comme ci -dessus , 

cos A — cos B 1 — cos C sin (h — n) 
COS A -h cos B I -f- cos C sin (h ~\- a) 

itang |(B — A) tang { (B 4- A ^ lang ^ iV 
~ sin f (ô -h û) COS 7 ( />» + r/ j ' 
et comme l'équation 

sin b — sin « sin B — sin A 

sin b + sin « sin B -f- sin A 

employée dans la transformation pnWîdentr! , peut H'érrin- 
ainsi : 

tang-(B— A col-^B + A — . ^\ \ t^^.U., 

en multipliant et divisant par cette dernière IVff|M;j 
tion (6), on trouve enfin 

1 , , I ,. sili , ^ /y -- ■ n , 
tang- -B — A, = rot - C . ,, ' -. 

2 ' S! Sin , b ^ /J 

Une- B — A .= <ot ^> - ' , 



\ 
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formules qui remplaceront les précédentes, lorsqu'on 
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent. 

60. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées-ci dessus sont susceptibles , on aura 



^2 y sin4-(«-t-c — fl)sin|(rt 






**'^2 y sini.(«+c-^)sin|(« 



b_ 
b 



11 



tang 






— b)s\ïi\[b -{- c — a) 



c) sin \[a-\- b-{-c) 



— cos|(B+C--Ajcosj(A-|-B4-C) 
cos|(A-hB— C)cos|(A-|-C— B) 



tan^ifc- i / ~cosi(A+C~B)cosi(A+B+C) 
^2 V cos|(B-hC— A)cosj(A-hB— C) 



^J- 



b — a I sin-^fB — A) 

^^"g--^=^^^"g2 %iu|(B + A) - 



tang 



2 

b-^ a 



1 cosy(B — A) 

— ^»g ~ ^ cosl(B-l-A)' 



tang 



tang 



c—b I sini(C — B) 

tang = tang - a , , /^ . p ' 

2 ° 2 sm|(C-hB) 

b I cosIfC — B) 

— = tanc - a , ;^ —r ? 

^2 cos|(C + B) 

I , sin i: ( A — C ) 

= tang - ù -, — f-7-7 TT^ 9 

^2 sm|(A + C) 



a 



(*) Pour tirer ces formules de leurs analo£[ucs du numéro précédent , il 
faut observer que 

a _ /3 — y = a — ( ;3 -f- •/) , 
et que 

8iii(;; — y)r= — sin(<7— /^), cos(/>- r/) = c<.s(7 — /?). 



uiu: 



DE 



tane 



tang 



tang 



tang 



tang 



tang 



o 


B — A 


2 


B-+-A 


2 


C— B 


2 


C-4-B 


2 


A — C 


2 


A + C 
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1 , 1 os - A — iV 
= tanc - - 



2 Ci>i-^ A 



C 



1 , sin -r r — M . 
= cot -L , : ■ ^^, 

I , COS-. h — «r 

= cot - c =-r r . 

1 cos T .^ -ho 

1 . sin V . t' — /• ' 
= cot- A-^;-^^ ,. • 

2 sini r -4- fy) 

1 . cos 4 ( c — i*) 
= cot - A ^-i ^^ • 

= rot -B-v— r^ x' 

2 siny^<i-t-c) 

= cot - B ^ • . 

2 COSy(fl -{-r] 



Des douze dernières formules on déduit les suivantes , 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connaît deux ciNtés (*t 
les angles opposés : 



I I 
tang - c = tang - 

2 2 


^* "^sin^B-A)' 


1 I , 

tang - c = tang - i 

2 2 


.. , .««i(B-t-A) 


I I 

tang - a = tang - 


sini(C4-B) 
^ ^ini(C-H)' 


1 I 

tang - « = tang - 

2 Jrt 


^ ^ \:osi.(C-IJ) 


tang - = tang - 

2 2 


. . sin4.(A-t-C) 


tang - h •= tang - 

2 2 




cot - c tang - 

2 ^7. 


sin V A ' // , 



\ 
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cot - C = tan^' - B -4- A) '■}-. , 

cot - A =: tang- C - B) -^f- ^ ■ ^ 
cot - A =: tang - C + B ; ,S 

2 ° 2 ^ ^ COSy (c — é») 

cot - B ~ tang - ( A — C) -r-ri ■ , 

2 2 ^ ' sin}(a — c) 

2 ^ 2 ^ ' COS y ( a — C ) ^ ' 

Si l'on joint à ces équations , celles qui sont désignées 
par (A) (47) , et qui serviront dans le cas où l'on con- 
naîtra deux côtés et l'un des angles opposés à ces côtés , 
ou bien deux angles et l'un des côtés opposés à ces angles , 
on aura tout ce qu'il faut pour résoudre un triangle sphé- 
rique : ce qui précède peut donc être regardé comme for- 
mant un Traité complet de Trigonométrie sphérique. En 
combinant entre elles les diverses formules obtenues suc- 
cessivement, on en pourrait déduire beaucoup d'autres 
d'un usage très-fréquent dans les calculs astronomiques : 
on doit, dans ce genre, à Delambre des résultats très-élé- 
gants et très-nombreux, et des applications importantes 
des méthodes approximatives, ou des séries, aux cas qui 
en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque. 

61 . En négligeant les variations que peut présenter un 
même cas, on n'a que les six suivants : 



(*) Ces formules elles précédentes sont connues sous le nom d'analo- 
gies de Néper, parce qu'elles se déduisent des règles données par ce géo- 
mètre pour résoudre les triangles sphériques. {Logarithnwrum canonis des- 
criplio.) 
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i*^. Connaissant les trois côtés (a , b, c), trouver un des 
angles (A). 

tang 1 A = 1 /si°i(^ + ^--c)sini(^-l-c-^r ) ^ 
^2 V sini(/>-4-c — «)sin|(« + ^-f-^) 

a^. Connaissant les trois angles (A, B, C), trouv^er 
un des côtés (a). 



laiîfi - « = i / ~cos|(B-+-C-A)cosi(A + B-f C) , 
^2 V cos^(A-t-B — C)cos|(A-4-C — B) ^ ' 

3**. Connaissant deux côtés (b, c) ef V angle com- 
pris ( A ) 5 troui^er les autres angles ( B , C ) . 

tang- B-i-C = J4i ■ cot- A, 

I /« x^x sin M6 — c) I 
tang - (B — C) = . ]). cot - A. 

Pour trouver ensuite le troisième côté (a), voyez la 
formule du sixième cas. 

4^. Connaissant deux angles (B, C) et le côté com- 
pris (a) , trouver les autres côtés (b, c). 

I,, , cos|(B — C) I 

tang - ( 6 -h c) = . ' ' ' ■ tang - a , 

^2^ ^ cosj(B-f-C) P2 ' 

I ,, . sin|(B — C) I ^ 

tang-(^-0=-|jB:pc)^^"S5^- 



(*) Au lieu de cette formule et de la précédente, on emploie souvent 
celles-ci : 

. 1 ^ . /sin • (fl-l-ô-— c)sin|(a-hc— fc) 

sin - A ^ V : — t—. > 

2 ▼ sin h sm c 

. I . /— cosi(A-+-B-+-C)cosi(B-+-C — A) 

sin - rt = 1/ . — ^^—. — ,-. > 

2 T sin B sin C 

obtenues dans la note de la page 7H , et qui sont analogues à celle dont on 
fait usage pour le cas semblable de la Trigonométrie rectiligne (08). La 
même note contient aussi les valeurs de cos ^ A et de cos | a. 

TRIGONOMÉTRIE, lO® édit. 6 
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Pour tromper ensuite le troisième angle, voyez la for- 
mule du cinquième cas. 

5*^. Connaissant deux côtés (a, c) et un angle op- 
posé (C), trouv^er Vautre angle opposé (A). 

sin a sin C 



sin A = 



sin € 



6^, Connaissant deux angles (A,C) e^ un côté op- 
posé (c) , trouver l' autre côté opposé (a). 

sin c sin A 



sin (i =z 



sin C 



Pour troui^er ensuite^ dans ces deux derniers cas^ 
l'angle (B) et le côté (b) compris Vun entre les côtés ^ 
Vautre entre les angles donnés ou calculés, on chan- 
gera , dans les formules du troisième et du quatrièmiî 
cas , ft en a , B en A , et réciproquement \ il viendra 

' / . ^\ COS-r fû — c) I ^ 

tang- A4-C)~ ^4 (cot-B, 

1 , , cos|(A--C) I , 

tani^ -ia -i- r ) = f^- --f tang - by 

^2^ ^ cos|(A-hC) ^^2 ' 

d'où Ton tirera les valeurs de cot ^ B et de tang^ b , qui 
sont maintenant les inconnues. 

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui se 
trouve sur la page 7 1 , rien n'est plus aisé que de ré- 
soudre un triangle sphérique quelconque, en appli- 
quant , d'après les énoncés ci-dessus , les lettres A, B , C, 
a, i, c, aux angles et aux côtés donnés et cherchés. Le 
calcul arithmétique s'effectue par l'addition et la sous- 
traction des logarithmes, de la manière indiquée dans 
les exemples rapportés au n° 39 5 seulement on n'y em- 
ploie que la Table des logarithmes des lignes trigonomé- 
triques, puisqu'il ne s'agit que d'arcs de cercle. . 

Lorsque, dans 1rs quatre premiers ras, les circon- 
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stances de Im question laisseront douter si les arcs ou les 
iD^es diercbés sont plus grands ou moindres qu*un qua- 
drant oa qa^nn angle droit , on lèvera la difficulté en re- 
courant aux expressions des cosinus « des tangentes ou des 
ootangentes des inconnues (57). Mais y dans les deux der* 
niai cas, il peut arriver que la question proposée soit 
sueepdble de deux solutions , et Ton s*en assurera aisé- 
ment en étudiant la manière de construire un angle 
trièdre lorsque l'on connaît deux de ses faces et l'inclinai- 
son de Tune déciles sur la troisième , ou bien lorsque Ton 
connaît les inclinaisons de deux faces sur la troisième, 
et Fangle des arêtes qui déterminent Tune des premières. 
Je ne saurais entrer ici dans ces détails {*) ; mais en voici 
dn moins les résultats. 

i^. Le triangle sphérique ne peut exister que d'une 
seule manière avec les données a , c et C , 

lorsque G =r i7, 

C<if, «<^^ ^>«» 

C<i^ rt>i^ c>2»— «, 

C>I^ «<i^ r<îif — /T, 

C>i^ «>i^ c<«» 

et il est susceptible de deux formes , 

lorsqiteC<i^ fl<i^ ^<«> 

C>i^ «>i^, ^>«» 

C<ou>i^ rt=i^. 

a**. Avec les données A, C et c, il ne peut avoir 



(*) U (kut consulter le Développement nouveau de la partie élémentaire 
^Mathématiques de Bertrand, t. II; Trigonométrie, section V, ou ses Été- 
•"«ito de Géométrie. 3« partie. 
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qu'uîifi forme , 




lorsque c= i?, 




C>IÏ, 


A>|ï, C<A, 


.c>>», 


A<i», C<2ï — A^ 


f<i». 


A>iï, C>2î— A, 


C<I», 


A<i», C>A, 


et il eu a deux quand 


• 


c>U, 


A>iv, C>A, 


r>lî, 


A<I^ C>2y— A, 


c<H, 


A>i% C<2î^— A, 


<•<>», 


A<iS C<A, 


C <1 OU ]>■ 1 ', 


A= lî. 



62. Pour donner une application de la Trigonométrie 
spliérique, je choisirai le problème suivant: Connais-- 
sant un angle MSN (fig. 23), mesuré dans un plan 
incliné, et les angles que font av^ec une verticale SS\ 
les câtés SM et SN du premier, trouv^er V angle M'S'N' 
formé sur le plan M'S'N', horizontal ou perpendicu- 
laire à SS', par les projections S' M' et S'N' des lignes 
SM et SN. 

Les trois lignes SS', SM et SN déterminent un angle 
trîèdre dont le point S est le sommet , et dans lequel on 
connaît les trois angles plans MSN, S'SM, S'SNj et 
puisque la droite SS' est perpendiculaire sur le plaa 
M'S'N', elle est aussi perpendiculaire sur chacune de», 
lignes S' M', S'N', situées respectivement dans les plan» 
S' SM, S'SN, et formant, par conséquent, entre elles an 
angle égal à celui qui mesure l'inclinaison de ces plans : 
le problème proposé revient donc à déterminer cette în*- 
clînaîson. C'est ainsi qu'il se trouve résolu par des opé- 
rations graphiques, dans V Essai de Géométrie sur ft» 
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plans et tes surfaces , ou Compièment des Eléments i/e 
Géométrie, n®41. 

Mais on peot obtenir l'angle cherché en le considérant 
comme l'on de ceux du triangle sphérîque BAC formé 
par les cercles résultants des sections que les trois plans 
MSN, S'SM, S'SN feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S, et dont le rayon serait égal à celui dos 
Tables. On a, dans ce triangle, les cotés AB, AC^ BC« 
qui sont les mesures respectives des angles donnés S'SM , 
S'SN, MSN, et Tangle demandé est précisément Tangle 
A : il se trouvera donc par la première règle du numéro 
précédent. 

G)mme exemple de calcuK je suppose qu ou ait oli- 
séné 

l'angle MSN de 0^,7597 = BC, 

l'angle S'SN de 0^6913 = AC, 

l'angle S'SM de 0^,6542 = AB. 

^ angles représentant les côtés d'un triangle sphéricpio 
dont on cherche l'angle A , je fais 

a = 05^,7697 , b = 0^,591 3 , c = o7,654a , 
<^t j emploie la formule 



|(a + 6 — c)sin j(/i-hc— b) 
sm " — * ' 






sin b sin c 



(note de la page 81 ). 

Les arcs j[a-^ b — c) , -^ (ri -f- c — h) se fonueiit eu 
faisant d'abord la demi-somme des trois côtés « , A , c , 
^^ en retranchant ensuite chacun des côtés h et r, qui 
^'enferment l'angle cherché (38) , puis on prend l<\s loga- 
rithmes des sinus des restes , et 1(îs compléments arillimé* 
**<lues des logarihmes des sinus des côtés h et (-, «'ojunir 



.\ 
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le montre l'opération ci^dessous : 

o?,7597 
0^,5913 
0^,6542 

somme. 29,oo52 
demi-somme . i ^,0026 i ^,0026 

0^,5913 0^,6542 

I **' reste . 0^,4 1 1 3 2® reste . o^, 3484 

log sin o9,^n3 = 9,7796340 

log sin 0^,3484 = 9>7 * 62989 

. cdtopl. arithm. du log sin 0^,5913 = 0,0964168 

compl. arithm. du log sin 0^,6542 =: 0,0674914 

som me • 1 9,65984 1 1 
log sin l A = 9,8299205 

qui , dans la Table répond à 

0^,47254 = ^ A ; 

et^ en doublant cet arc, on trouve 

A = o?,945o8, 
ou seulement 

a;=oî,945i, 

en se bornant à quatre décimales : tel est Tangle M' S' N' 
correspondant à la valeur donnée pours l'angle MSN. 
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CHAPITRE 111. 

le rap|^ic»ti*B de l*JiJlsèbre à la CSMUtétrle. 



63. L^application de T Algèbre à la Géométrie a d^a- 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de Géométrie 
pour en déduire des conséquences . CVst ainsi que, 
dans les deux chapitres précédents , je suis parvenu aux 
principales formules de la Trigonométrie rectiligne et de 
la Trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit 
une relation entre plusieurs lignes dune grandeur dé- 
finie, peut toujours s'exprimer par une équation ; et 
toutes les transformations qu'on opère sur cette équa- 
tion, étant traduites en langage ordinaire, donnent des 
^OODcés qui sont des conséquences du théorème duquel 
^ti est parti; mais ce point de vue n'oHrc qu^une très- 
petite partie de ce que doit embrasser l'application de l'Al- 
gèbre à la Géométrie. Cette branche des Mathématiques, 
<^onsidérée en général , ne se borne pas à la recherche des 
propriétés de l'étendue par le moyen des procédés algé- 
*>riques; on y voit encore comment on peut représenter 
t>ar ces propriétés tout ce que signifie une expression al- 
S^rique quelconque , ramener sans cesse la construc- 
1 ion des figures aux opérations du calcul, et revenir de 
Celles-ci à la première : c'est ce que montreront successi- 
vement les diverses questions traitées dans ce chapitre. 

L'écriture algébrique, si utile pour exprimer les con- 
ditions des problèmes qui regardent les nombres, n'est 
pas moins commode pour ceux qui ont rapport h la 
i iéométrie. Ces derniers peuvent se mettre en équation 
comme les premiers, dès qu'on est parvenu à trouver 
^'ans leur énoncé la relation des inconnues et des don- 



\ 
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nées ; mais il faut pour cela appeler à son secours quel- 
ques-unes des propriétés de Tespèce de grandeur que l'on 
considère. 

64. Par exemple, puisqu'un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses trois cotés , son aire doit l'être 
aussi par ce moyen , et Ton peut se proposer cette ques- 
tion : 

Connaissant les trois côtés d*un triangle , tromper V ex- 
pression de son aire. 

L'aire d'un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur, on voit d'abord que la question 
se réduit à déterminer la hauteur ; et en abaissant dans le 
triangle ABC (fig- i4) ^^^ perpendiculaire sur le côté 
AC , pris pour base , on forme deux triangles rectangles 
qui fournissent des relations entre les côtés AB, BC, la 
perpendiculaire BD et les s^ments AD et DC , faits par 
cette perpendiculaire. 

En effet, si l'on désigne par c, r', c", les côtés AB, 
BC , AC du triangle , par t le segment AD et par u la 
perpendiculaire BD , les triangles rectangles ABD , BDC 
donneront 

ÂB = ÊDH- Âd', BC ~ BdV DC ; 

on observera , en outre , que , dans le premier triangle de 

la figure , 

DC = AC — AD = c" — r, 

et , dans le second , 

DC = AD — AC = ^ — c" . 

En mettant, au lieu des lignes, les lettres qui les repré- 
sentent, et faisant attention que (c" — r)*=(e — c'')', on 
formera , pour Tun et l'autre triangle , les équations 

c' = w» -+- t\ c" = a' H- [c" — t)\ 

qui , ne renfermant que deux inconnues / et // , en déter- 
minent les valeurs. 
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pour l'expression de la hauteur BD, au moyen de$ Iix^în 
c^ du triangle ABC. 

U ne reste plus qu'à la multiplier par la moitié de la 
l^se AC, ou yc", pour obtenir Taire du triangle pn>iHW, 
^ï Ton aura 



\c" U = { ^ J^C' C"' ^ ^c^- ^ c' -^ c 'Y'. 

^^ mettant pour u la valeur tix>uvée ci-ilessus. 

X^elle est l'expression de Taire d'un triangle jwr se> 
^'^is côtés. Lorsqu'on développe la quantité sounùso au 
''^^îcal , on trouve , après les réductions , 



v^) Je ferai remarquer que celle équalion, mise sous la l'orme 






*iente, par rapport au rôté r' ou }\C, le ihéon^uie du u" 7{\ »les /C/fmom 
éomvirif. 



li 



il 
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résultat symétrique par rapport à chacun des côtés Cy c\ c"] 
ce qui devait être , puisque si Ton change ces côtés les uns 
dans les autres , Taire du triangle proposé reste toujours 
la même. Mais on peut construire une formule beaucoup 
plus commode pour le calcul numérique , en observant 
que la quantité 

étant la dillerence de deux carrés , se décompose dans les 
facteurs 

2 ce'' + C' -f- C-"» — C'% 2 ce" — C' — C"^ -+- C'% 

qui reviennent à 

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivants : 

c -4- c' -+- c", c -h c" — c', c -f- c' — c", c' H- c" — c : 
on a , par ce moyen , 

Maintenant , si Ton fait attention que 

C' 4- C" — C = ( C 4- C' H- 6'") — 2 c, 

c 4- c" — c' = (c 4- c' 4- c") — 2 c', 
e 4- c' — c" == (c 4- c' 4- c") — 2c", 

et que Ton pose 

r 4- c' 4- c" = 2/, 

on trouvera , enfin , que l'aire du triangle ABC est ex- 
primée par 



Xv/?,/.2(/-c).2(/-c').2(/-c"), 

et se réduit à 

\(/'(/-o(/-o(/-'^"). 

formule aussi remarquable par Tulilité dont elle peut être 
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pov éralner Taire d*une tigure plane quelconque, que 
par M» avance : elle montre que Y aire d'un ttiangle 
est cxpnÊÊtêe par la racine carrée du produit de la denà- 
sommedes trois côtés , multipliée par les différences entre 
cette dcBÛi s amme et chacun des côtés, 

65. Le procédé indiqué dans les nP^ 234 et 268, dos 
Siments de Géométrie y pour trouver la hauteur eu- 
el dère d'une pyramide ou d*un cône tronqués par un plan 
parallèle à leur base , étant réduit en formule , conduit à 
Que expression remarquable du volume de ce corps. 

Si l'on désigne par aelb les deux côtés homologues des 
Irises d*un tronc de pyramide, ou les rayons de celles 
i^vai tronc de cône , par g la hauteur de ce tronc , par A la 
hauteur de la pyramide ou du cône entier, on aura la pro- 
portion 

a^ b:a :: ^ : /i^ d'où h = ' ^ 



a — b 



La hauteur de la portion retranchée étant h — g^ sera 
exprimée par 






M "fi 



Cela posé, les bases du tronc étant semblables, seront 
^tre elles comme les carrés de leurs lignes homologues, 
^ sorte que , nommant S la base inférieure et s la base 
'ïipérîeure, on aura 

S:s::a':b\ ou s:a'::s:bK 

lignant ensuite par m le rapport des grandeurs S et a*^ 
il viendra 

'^wes volumes du corps entier ei du coi'ps retranché seront 
exprimés respccti\ émeut par 






i 
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en mettant au lieu de S, 5, li et h — g^ les valeurs trou- 
vées ci-dessus. Retranchant enGn la seconde expression 
de la première , on aura , pour le volume du tronc , 

Or, ma' et mb^ étant déjà les bases inférieure et supérieure 
du tronc, on fera ab = 0*^ aGn que le terme niab = me' 
exprime Taire d'une figure semblable a ces bases ; et conune 

c = ^ôï, le côté , ou le rayon de cette figure , sera une 
moyenne proportionnelle entre les lignes aet b. 

Il suit donc du résultat précédent, que le volume d'un 
tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers de sa hau- 
teur, multiplié par la somme des aires de ses deux bases 
et d^une figure semblable, construite sur un coté ou sur 
un rayon moyen proportionnel entre ceux de ces bases; 

et comme mab = ^ma* . mb^^ on voit que Faire de cette 
figure est moyenne proportionnelle entre celle des bases. 
Si Ton élève sur ces trois figures des pyramides ou des 
cônes de même hauteur que le tronc proposé , la sonune 
de leurs volumes sera équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans les questions précédentes , on avait en vue 
un résultat numérique^ quelquefois on cherche des lignes. 

Qu'on se propose, par exemple, d'inscrire un carré 
DEGF dans un triangle ABC [fig- 24), il faudra suppo- 
ser la question résolue, et chercher ensuite entre les lignes 
données immédiatement par le triangle et le côté du carré, 
une relation qui puisse s'exprimer algébriquement. 

Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH, que 
I on regardera comme connue, puisqu'on sait la mener ^ 
et comparant les triangles semblables BAC et BDE, BAH 
vx BDI , on formera les proportions 

AB : BD :: ac : de, 
AB : BD :: bh : bi, 
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qui conduisent à 

AC: DE :: Bff : Bi. 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con- 
nues AC, BH et les ligues inconnues BI, DE 5 mais BI 
dépend de DE , car BI = BH — IH , et , par la définition 
du carré, IH = DE: désignant donc par a et i les don- 
nées AC et BH , et par x Tinconnue IH ou DE, on aura 

a\ X \\ h : h — j: , 

d'où 

hx ■=. ah — ax. 

De celte équation du premier degré, on conclut 

ah 



X 



a 



Lorsque les droites a et h sont rapportées a luie com- 
mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci- 
dessus donue , par des opérations arithmétiques, le nom- 
bre qui exprime la longueur de la droite IH5 prenant et» 
nombre sur la droite BH, on aura le point I, par lequel 
il faudra mener la droite DE. 

Il n'est pas nécessaire, pour déterminer le point I, do 

recourir aux nombres, parce que les opérations indiquées 

dans l'expression de x peuvent s'ellectuer sur les ligues. 

On voit en effet que cette inconnue est le quatrième termes 

de la proportion 

a -{- h\a \\ h\x, 

et que par conséquent tout se réduit à trouver une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes 

a -^ h, a et h. 

On regarde en général comme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème, les opéra- 
lions qu'il faut effectuer pour en obtenir la solution ; on 
peut en conséquence, dans la question présente, emplover 
Vangle droit CHB à la détermination de la quatrième 
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proportionnelle à trouver. On portera donc sur HC pro- 
longée , 

I». HL = « = AC, 2". LK = 6 = BH; 

tirant BK , puis menant IL parallèlement à BK , le point I, 
pour lequel on aura 

HK I HL • l BH I IH > 

appartiendra au côté DE du carré DEGF. 

67. On peut atteindre de la même manière à des ques- 
tions d'un degré supérieur au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c'est la partager de manière que Fun des segments 
soit moyen proportionnel entre la ligne entière et l'autre 
segment -, pour résoudre algébriquement ce problème , on 
désignera la ligne entière par a , le segment inconnu par 
X ; Tautre segment sera a — x^ et Ton aura 

a : X :: a: : a — j:, 

d'où Ton conclura 



fl' — ajc = x'^ 



en résolvant cette équation, on en tirera 

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent 
s'effectuer sur les lignes, au moyen du triangle rectangle; 
car, a^ -h \a^ étant la somme des carrés des lignes a et |a, 

le radical v^a* -f- 7 «* est l'hypoténuse AC [fig* îiS ) du 
triangle rectangle construit sur les côtés AB = a , 
BC = -ja. Il ne s'agit, pour obtenir les deux valeurs de 
x^ que de combiner, par soustraction et par addition, la 
ligne AC avec la ligne BC = j a , ce qui s'effectuera en 
portant BC de C en D sur AC , et de C en D' sur son 
prolongement ; car on aura 

AD = AC — CD— V^'-^-T"' — 7«> d'où a:=:AD, 
AD' = AC 4- CD = sla-" -|- | a' -f- J- /7 , d'où a: = — AD'. 



DE TRIGONOMÉTRIE. yS 

la droite AD rapportée en E , sur AB , par un aix de 
cercle, est la solution donnée dans le n" 132 des Éléments 
^fe Géométrie^ et en mettant Téquation 



a^ — ax = x'^ 



soxis la forme 

«* = fia? -+- :p% 
*^^^ en tire la proportion 

*ï^i revient à 

AD' : AB :: ab : ad, 

I^Xaisque 

AD' = AD -h 2BC = AD -4- AB. 

Il suit de là que la ligne AIV est aussi partagée en 

■^^oyenne et extrême raison au point D, et que le plus 

^Tand segment DD' est égal à la ligne donnée AB. On verra 

X^lus loin (77) l'énoncé auquel répondent en même temps 

les deux valeurs de a: , et ce que signifie le signe — qui 

aflfecte la seconde. 

Les exemples précédents suffisent pour montrer que la 
résolution algébrique des problèmes déterminés de Géo- 
métrie présente des circonstances analogues à celle des 
problèmes relatifs aux nombres. Il faut d'abord mettre la 
question en équation , et tirer l'expression de l'inconnue ; 
mais, au lieu d'employer le calcul arithmétique pour éva- 
luer cette expression , il faut eflFectuer sur les lignes con- 
nues , des opérations graphiques correspondantes à celles 
qui sont indiquées par les signes algébriques. Dans la 
question du n° 66 , dont l'équation n'était que du premier 
degré, c'est par les lignes proportionnelles qu'on a déter- 
miné l'inconnue, et pour la question ci-dessus, dont 
Féquation montait au second degré, on a eu recours à la 
propriété du triangle rectangle. Ces déterminations sont 
ce qu'on appelle la construction des valeurs de l'inconnue : 
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et je vais en exposer les prineipes, qui sont communs à 
toutes les questions de ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale, et qu'on aura sou- 
vent occasion de vérifier, que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question où la quantité cher- 
chée est elle-même une ligne, l'expression de celle-ci 
renferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L'expres- 
sion de f , trouvée dans le n*^ 64 , remplit cette condition : 
les termes de son numérateur ont deux facteurs, et ceux 
de son dénominateur un seul . 

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux, on peut, en repré- 
sentant par des lignes toutes les quantités qu'elle renferme, 
obtenir la longueur de la première sans recourir aux 
nombres , et seulement en cherchant avec la règle et le 
compas des quatrièmes proportionnelles à des lignes don- 
nées : pour le prouver, il suffira de l'exemple suivant. 

Soit 

abc -^ d^ — e'/ 






gk-hi' 



cette expression, dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs , tandis que les 
termes du dénominateur n'en ont que deux , appartient , 
d'après la remarque ci-dessus, à une ligne. Si l'on fait 

abc = kd\ c-'f— k'd\ 

ghz=ik"d, i^=zk"'d, 

on aura 

_^ d^{k-{-d—k') _ d{k + d—k') 

on obtiendra donc t en cherchant une quatrième propor- 
tionnelle aux trois lignes k" -i-V\ h -\- d — h' et rf, 
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lorsque les lignes inconnues, représentées par h , A', ^', K"\ 
seront déterminées. Or les équations posées ci-dessus 
conduisent à 

, abc fib c e^f ef e 

"" - d' *-rf' 

valeurs qui se forment par les proportions 

, .. , û^ , ab abc 

d d il' ' 

d : e ::/: ^, ./: ^:: ^: tf =^ k\ 

a d d^ 

d: g \: h \ ^ = r, d : i w i : '-' = r'; 

a d 

cherchant donc le quatrième terme de chacune , par les 
lignes proportionnelles, on aura successivement les lon- 
gueurs des lignes représentées par 



ab abc ef é^f gh i' 
T' "rf^' "d' d^' 'd' d' 

qui donneront 

/, /', X" et A'% 

et avec celles-ci on trouvera t. 

On reconnaît sans peine que l'esprit de la méthode dont 
je viens de faire usage pour construire une expression 
algébrique, consiste à transformer le numérateur et le 
dénominateur de cette expression , en produits d'un cer- 
tain nombre de facteurs simples ou du premier degré , ce 
qui est toujours possible par les moyens que j'ai em- 
ployés. 

Il y a des cas où la tranformation peut s'effectuer im- 
médiatement, sans qu'il soit besoin d'y introduire des 
indéterminées : tel est celui de l'expression 

ia' — b') 
a' -f- h' 

TRIGONOMETRIE, 1 O" édit. 7 
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dont le numérateur équivaut à 

et dont le dénominateur peut s'écrire ainsi 



sja^ + b' X sjo} + b^ ; 

il vient alors 

__^{a — b){n -^ b) c 

ce qui s'obtient par les proportions 

/ ;- , (a -^ b) c 

s/a' -h b' 

, r 1 [a-\-b)c (a^ b){a -\- b)c 

si à' -f- b"" sja'' -\- b' SI à" -|- b^ 

Le radical employé dans ce calcul se construit facile- 
ment, car il exprime l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et t. ( Voyez ^ à la fin de roi\vrage, 
la noteD.) 

69. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les 
moyens de construire la racine carrée d'une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est 
évident , lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux carrés. En effet , on a , 
dans ce cas , 

sl~a'' -4- b^ ou sla"" — b^ ; 

Tune de ces expressions peut être regardée comme l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont a et £, 
et l'autre comme l'un des côtés adjacents à l'angle droit, 
dans un triangle de même nature , dont l'hypoténuse se- 
rait a , et le troisième côté b. 

On construira, par une suite de ces triangles, l'expres- 
sion \/a * -j- è * -j- c ' -h <i* -, ayant obtenu d'abord v/a*-H i'i 
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on représentera celle ligne par a , ce qui donnera 

et la quantité proposée deviendra 



On construira le radical v'a* -f- c* comme le précédent, 
et nommant (3 le résultat de cette opération, on aura 



il ne restera plus qu'à trouver y/jS* -f-.^*, ce qui se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont j3 et d. Il est facile d'étendre ce procédé au cas 
où le radical à construire contiendrait un nombre quel- 
conque de carrés. 

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans l'ex- 
traction des racines carrées. On sait que la perpendicu- 
laire élevée sur un diamètre est moyenne proportion- 
nelleentreles deux segments dece diamètre {Géom., 130) : 

on obtiendrait donc ^ab en faisant (fig^ 26) 

et décrivant un cercle sur la somme AB de ces deux lignes 
prise pour diamètre ^ la perpendiculaire PM , élevée par 
le point P, étant moyenne proportionnelle entre AP et BP, 

sera ^ab. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et A , en prenant la plus 
grande des deux pour le diamètre AB du cercle, et por- 
tant l'autre de A en P 5 élevant ensuite l'ordonnée PM, et 
tirant la corde AM , ce sera la moyenne proportionnelle 
demandée. (Géom., 131.) 

A l'aide de ces méthodes, on construira tous les radi- 
caux du second degré, quelle que soit la quantité qu'ils 

7- 
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renferment. Soit, par exemple, 



on fera 



^ 



def 



(U'f 
oc z=. afi ^ — = ah \ 



a 



l'expression proposée deviendra 



y/ «2 -h ak — ak' = si {a -{- k — k')a^ 

et, pour l'obtenir, il suffira de prendre une moyenne pro- , 
portionnelle entre les lignes a -f- /r — À' et a : il est 
d'ailleurs évident que les quantités h et h' se détermine- 
ront par les lignes proportionnelles, d'après ce qui a été 
dit n** 68, puisque les équations dont elles dépendent 
donnent 

k =— k' — — 
et conduisent, par conséquent, aux proportions 

a: b :: c: — = k, 

a 

de ^ de def 



a a ag 



1\ , La quantité que l'on se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène ^ mais cela n'arrivera que 
lorsqu'on aura fait quelques lignes égales à l'unité, ott 
que l'on aura représenté un nombre par une lettre, ou 
une ligne par un nombre , et les méthodes indiquées 01-* 
dessus ne seront pas arrêtées par cette circonstance ^ 
pourvu qu'on fasse reparaître, dans tous les termes où- 
elle devait se trouver, et avec des exposants convenables 9 
la ligne prise pour unité. 

Si Ton avait \/ ^ -^-Jif ^t que Ton sût, par l'énonce 



1 
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de la question qui aurait conduit à cette expression, 

qu'elle doit appartenir à une ligne , on verrait que chacun 

des termes compris sous le radical devrait être du second 

degré, et que par conséquent, en désignant Tunité par n,. 

tictt^ oc 

il faudrait écrire an au lieu de a, et —7^- au lieu de —9 

ce qui ne change rien à la grandeur absolue de ces quan- 
tités , puisque n= i =. n^, et en général w"* = i , quelle 
que soit m. On aurait de celle manière 



V"" -^ ^ = V " (" 



bcn"* 



qui se construirait facilement. 

J'observerai que, d'après ce qui précède, ou pourrait 
extraire, par une opération graphique, la racine carrée 
d'un nombre quelconque, en prenant une moyenne pro- 
portionnelle entre deux lignes, dont Tune représenterait 
l'unité, et l'autre aurait avec celle-ci le rapport marqué 

par le nombre proposé, y-^ , par exemple , s'obtiendrait en 
prenant une moyenne proportionnelle entre deux lignes , 

dont une serait les \ de Tanire, puisque v| = v'i X {. 

72. Rien n'est plus facile maintenant que de construire 
l'expression des racines de l'équation x* — ax = ilz 4*, 
qui comprend toutes celles du second degré. En ellel , en 
tirant la valeur de x , on a 



lorsque 6' a le signe -h ^ il ne s'agit que de construire le 

radical y^-J a' -h U^ (69) , et de prendre ensuite la somme 
et la différence du résultat et de la ligne ^ a, pour obtenir 
la grandeur de chacune des racines de la proposée. 
Quand t' a le signe — , on trouve 
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la construclion de ce cas ne diffère de celle du précédent, 
qu'en ce que le radical est exprimé par l'un des côtés de 
l'angle droit d'un triangle rectangle , au lieu de l'être par 
l'hypoténuse, et que ce triangle cesse d'exister si ^ a <^i, 
parce que si l'on prend alors sur l'un des côtés de l'angle 
droit ABC [fig* 27), une grandeur AB = i , le cercle DE, 
décrit du point A comme centre, avec un rayon moindre 
que AB, n'atteint pas l'autre côté BC. Cette circonstance 
s'accorde avec la théorie des équations du second degré, 
qui donne des racines imaginaires pour le cas dont il 
s'agit. 

On pourra appliquer ce qui précède à la question sui- 
vante : Étant donnée la somme ou la différence de deux 
côtés contigus d'un rectangle et son aire, construire ce 
rectangle. 

En effet, soient i* l'aire du rectangle demandé, a la 
somme ou la différence de ses côtés contigus, et x l'un 
d'eux ; l'autre sera exprimé par a — x dans le premier 
cas , et par a-\- x dans le second *, l'aire sera (a — x)3C 
pour le premier cas , et [a-{- x) x pour le second cas , en. 
sorte qu'on aura ces deux équations : 

ax — x^zzz 6% ax -^ x^ zn 6% 

lesquelles, étant résolues , donneront des valeurs de x con- 
structibles par la méthode précédente. 

73. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équations du. 
second degré pour en trouver graphiquement les racines^ 
on les obtient immédiatement par les propriétés des lignes 
droites qui se coupent dans le cercle. 

L'équation a:* -h ax = i*, étant mise sous la forme 

X [x -\- a) =z b^, 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes qui- 
partent d'un même point (Géo/w., 128) 5 car, si l'on décrî * 



\Jîg» a8i, *ui un ravon CR = 7 i-. ua itivK^, ijii on lui 
mène une tansente BA dont h lov^iuui 2kMt .'*. ci «]iic 
par les points A et C on tiie iin»^ ^ëcanto .\l\ «n nom- 
mant I la ligne AD . ou aura t \ iiiommont 

AD' = AD — DH — VD ^ 2 CB = ^ - : ; 

et la propriété citée plus haut, donnaut AD X Al> ~ \|>, 
il en résultera 

ce qui est Téquatiou proposée. 

Si Ton avait jc* — ax= h', il faudrait faîiv j =_ AD : 
il s^ensnivrait cpie 

La construction présonlo nVtant sujciio à aucnuo r\- 
ccptîon, montre que tant que />* sera positif dans le 
second membre, en niêmo temps quo .r* Test dans Ir prt»- 
mier, les racines de léipialioii propo:Hv seront ton jours 
réeUes. 

L'équation 

X- — a.r = — h' 

se change en 

fix — x-= h\ 

et peut alors s'écrire ainsi : 

-r (« — x) •=. b^. 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la proprit'té 
'les cordes qui se coupent dans le cercle^ c^ar, si Ton dé- 
crit, sur un diamètre AB = « (.fig- ^9)^ i"* eerele 
qu'on élève au point A une perpendiculaire A(l - :A, 
qa on tire ensuite CM parallèle à AH, et cpie par les 
points M et M', où CM rencontre le cercle, on abaisse* 
sur AB les perpendiculaires PM et P'M', on aura 



- - i 



APX Bl>=: AP(AB- Al>) -: 1>M , 



f 
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ou 

AP(«--AP) = 6', 
puis 



AP'XBP' = AP'(AB--AP') = P'M' ' 
ou 

AP'(« — AP') = h\ 

En prenant donc successivement pour x les droites AP et 
AP', on retombera sur l'équation proposée 

ax — x^ z=: b^-y 

et, par conséquent, les droites AP et AP', obtenues par 
les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'inconnue x. 

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du 
cercle, ou -ja, la droite CM ne rencontrera plus le 
cercle et ne fournira, par conséquent, aucune détermi- 
nation; mais alors les racines de l'équation proposée 
seront imaginaires. 

Les racines de l'équation 

x"^ -\- ax = — b^ 
ne diffèrent de celles de l'équation 

x^ — ax =z — ^% 

que parce qu'elles sont affectées du signe — ; mais leur 
grandeur s'obtiendra toujours par la construction que je 
viens d'indiquer. 

74. Dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie, le 
signe — s'interprète, en général, comme à l'égard des 
nombres , en renversant d'une certaine manière l'énoncé 
de la question, ou en prenant les lignes qui en sont af- 
fectées, dans un sens contraire à celui où on les avaîl 
supposées d'abord. 

Avant d'aller plus loin , je dois rappeler que les quan- 
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tilés négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s'effectuer dans Tordre où elles sont indi- 
quées, parce que la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On reconnaît 
par cette circonstance qu'il y avait erreur dans l'énoncé 
de la question , ou au moins dans son application au cas 
particulier que l'on a eu en vue 5 et en redressant cette 
erreur, c'est-à-dire en modifiant l'énoncé de manière à 
rendre possible la soustraction qui n'a pu s'exécuter, on 
parvient à un résultat positif: mais pour certaines ques- 
tions, pour toutes celles qui mènent à des équations du 
premier degré par exemple , on n'a pas besoin de prendre 
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le 
renversement dont Ténoncé est susceptible ; et les valeurs 
négatives, employées conformément aux règles établies 
pour effectuer les opérations sur les quantités affectées du 
signe — , satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
sont positives : c'est pour cela que l'on a changé la déno- 
mination de racines fausses j que les analystes donnaient 
autrefois aux racines négatives des équations. 

C'est donc aussi par la soustraction que l'on doit ex- 
pliquer, sur les figures géométriques, les valeurs néga- 
tives que l'Algèbre donne à certaines lignes, et pour 
soustraire une ligne d'une autre, il suffit de porter la pre- 
mière sur la seconde, à partir de l'une des extrémités de 
celle-ci; mais il y a, sur cette opération graphique, 
quelques observations à faire, qui tiennent à la manière 
dont les lignes se décrivent. 

Soit d'abord CD [fig» 3o) la ligne à soustraire de AR^ 
comme la première est moindre que la seconde, en por- 
tant cette première de B en c, leur différence Ac sera 
placée à la droite du point A*, mais si l'on avait à re- 
trancher CD', plus grande que AR, et qu'on portât tou- 
jours sur AR, à partir de la morne extrémité R, la ligne 
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à retrancher, la dilTérence des deux droites proposées, 
serait marquée en Ac', sur le prolongement de AB , et 
serait placée à gauche du point A, c'est-à-dire du côté 
opposé au résultat A c de la première opération : c'est à 
ce changement de situation que répond le signe — . 

Il semblerait, au premier coup d'œil, que l'on devrait 
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes CD' et 
AB, en portant la plus petite sur la plus grande*, car 
c'est ce que l'on fait sur les nombres, lorsqu'on ôte le 
plus petit du plus grand 5 mais il faut observer, à l'égard 
des lignes , qu'elles sont , en général , employées à mar- 
quer des distances à un certain point auquel on en rap- 
porte d'autres , et qu'on regarde comme fixe : elles pren- 
nent donc leur accroissement par l'extrémité opposée à 
ce point , et alors la soustraction , qui , par sa nature , 
est inverse de l'addition, de laquelle résultent, en géné- 
ral, les accroissements, doit s'opérer aussi en sens in- 
verse de celle-ci , et , par conséquent , en allant vers le 
côté où les lignes diminuent. De là vient que si le point 
A sur la droite AB est le point fixe dont je parle, la 
soustraction de CD ou de CD' doit s'opérer à partir du 
point B. La continuité des lignes et la possibilité de les 
prolonger indéfiniment dans les deux sens, donne à leur 
égard le moyen d'opérer, comme on vient de le voir, la 
soustraction de la même manière, quoique la quantité 
à soustraire soit devenue la plus grande des deux. Voici 
un problème fort simple , qui confirmera ce qu'on vient 
de lire. 

75. Mener dans un triangle donné ABC (fig. 3i), 
parallèlement au côté AC , U7ie ligne DE qui soit égale 
à une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés, je ferai 
AB = «, AC=3^, MNzzrc, 



et je prendrai pour încv>nniic;- !i distance AO. {varw que 
hpodtioii d'une hzne pjLnllolo a une H«mo dvMimv o$i 
défenninëe par on seul de ses poiuu. Elu pensant 

.VD = --, 
j'anni 

BD = j — X, 

et les triangles semblables BAC et BDE donneront 

AB : AC :: BD : de. 



on 
donc 



tf : * : : <î — X : r ; 

ab — bx z= rt<-. 

ab — ac a b — c 



La valeur de x se construit ^08) ou tvlranohaiit do 
AC = 6, la droite CF = c • puis tirant FI) parallèle à 
CB; car la similitude des triangles ABC, Al.)l'^ tournit 
cette proportion , 

AC: AB :: af : ad, 

b:a : : b — c\.r = -^— j — -'. 

Si la ligne MN devenait plus grande ({ue AC, elle uo 
pourrait plus trouver place dans rinlérieur du triangl*» 
ABC \ il faudrait prolonger les côtés AB et BC ; mais alors 
le point D passerait en D', de Tautre cùlo dn point A , 
et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul ol la con- 
struction. 

Substituons, en efTct , M'N' > AC à MJN ; la qnanlilô 
h — c sera négative: mais en faisant la soustraction «1rs 
lignes, encore à partir du point C , comme il a clé ind'Minô 
dans le numéro précédent , le point F passera on 1*', «i 
la ligne F'D', menée par lo point V\ parallôl«*niont à 



•s 
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AC, ne pourra rencontrer que le prolongement du côté 
AB en D'. 

76. En général , toutes les fois qu'il s'agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur une môme 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec- 
tées du signe — doivent se prendre dans un sens opposé à 
celles qui sont affectées du signe H- . 

En effet, si Ton cousidère la situation respective de 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par a -h b et a — c , il est évident que 
la dislance mutuelle de ces points est i-f-c, puisque 
a-\- b — (a — c) =b -h C]et pour les placer de cette ma- 
nière par rapport à une droite quelconque A' B' (fig- Sa), 
il faut tirer d'abord , soit d'un côté , soit de l'autre de celte 
ligne, à une distance A A' = a, une parallèle AB, puis 
mener ensuite deux autres lignes parallèles à celles-ci , 
l'une QM, en dehors des premières et à une distance 
AQ = 6, l'autre Q'M', en dedans et à une distance 
AQ' == c. Par ce moyen , tous les points , tels que M et M', 
placés aux rencontres des dernières parallèles et d'une 
perpendiculaire à la ligne A'B', auront entre eux la dis- 
tance exigée, et se trouveront dans une situation opposée 
par rapport à la parallèle intermédiaire AB , de laquelle 
leurs éloignemeuts respectifs sont marqués par -\- b et 
— c. Il est facile de voir qu'ils seraient tous deux du même 
côté de AB , si leurs distances à la ligne A' B' étaient expri- 
mées par a-\-b et a-{- c^ parce qu'alors leur distance 
mutuelle serait b — c. 

C'est ainsi que les sinus , qui sont les distances des extré- 
mités des arcs au diamètre A A' [fig* lo), elles cosinus, 
qui sont les distances au diamètre BB', changent de signe 
en passant d'un côté à l'autre de ces diamètres (23). La 
tangente suit la même loi à Tégard du diamètre A A', et 
par la mêmr» raison. 
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77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi iniine- 
diatement â la sécante, parce que sa dirtvtion cliani^e «n 
chaque instant : cependant elle uen a pas moins un sis^nc 
propre à ses diverses situations, et qui se tire do Texpivs- 

R' 
sion sec a = <9), dont le sisne est le mémo une celui 

du cosinus ('*). 

Les droites AD et AD' [ fig. 25K qui ropivsonient les 
racines de Téquation du second degré a^ — ax = x* (07), 
quoique appartenant à des valeurs de signes ditVorents. 
ne sont pas opposées ; mais s*il s'agissait de les appIii{uor n 
la solution d'un problème où elles seraient oon sidérées 
comme des distances à un point fixe, mesurées sur une 
ligne de direction constante , il faudrait les porter de dillo- 
rents côtés de ce point , d'après la règle du n*^ 70. 

En effet, le problème du n^ 07, par exemple, peut otro 
énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB =: a , un point E, tel y que sti 
distance AE au point A soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Vautre extrémité B et la ligne onticrc 
AB. Les deux valeurs do l'inconnue étant alors AI) et AI)', 
la dernière qui se trouve alîbclée du signe — doit otro 
portée en AE', au delà du point A , par rapport au point B. 
Cette conclusion est facile à vérifier, car la valeur do AI) 
répondant à — x dans Féquation 

vérifie Fécpiation 



(•) On peut, ce me semble, donner une explicntion assez na(urell(> il«»h 
changements de BÎQne de la sécante, en observant (]ue celte lif^nc prend 
réellement une situation opposée, lorsqu'elle atteint la tan(jcnle par l'cx- 
trémité opposée à celle où elle y arrivait d'abord. Kn eflet, dans les arcs 
AM' et AM", pour lesquels l'expression de la sécante est négative, re n'«»si 
plus le rayon CM qui atteint la tangente NN', mais le rayon opposé. 



^ 
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qui résulte du changement de H- x en — X] et celte der- 
nière équation fournit la proportion 

a -{- x' : X :: X : a^ 

qui revient à 

AB -h AE' , ou BE' : AE' : : AE' : AB . 

Le problème suivant est encore très-propre à faire con- 
naître comment il faut interpréter les diverses solutions 
qu'offre une même équation. 

78. Par un point E (fig. 33) placé comme on voudra 
à regard de deux droites AB et AC, perpendiculaires 
entre elles, mener une droite de manière que la partie 
D'F', interceptée entre les deux premières y soit d'une 
grandeur donnée m. 

Pour connaître la position de la ligne D'F' déjà assu- 
jettie à passer par le point donné E, il ne faut qu'en dé- 
terminer un autre point, qu'on peut choisir comme on 
voudra ^ je prendrai pour cela AD', et puisqiie le point E 
est donné, je supposerai connues les lignes GE et HE, 
menées de ce point parallèlement aux lignes AB et AC : je 
ferai , en conséquence , 

GE = fl, HE=:A, AD' = 7. 

Cela posé, les triangles semblables EGD' et F'AD 
donnent 

GD': GE :: ad': af'; 

mais 

GD' = AD' — AG = AD' — HE =r — ^; 
donc 



jr — ^ : fl :: /: AF' = 



ajr 



Le triangle F'AD', étant rectangle en A, fournit l'équa- 
tion 

Xd' -hÂF'=îyF' , 
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qui, par la snbslîtuiion des valeurs de AlV, A F' et D'F', 

devient 



fl' V- 



et 

lors^'elle est développée et ordonnée. 

Cette équation monte au quatrième degré , parce que la 
question proposée a, en général, quatre solutions. On 
voit en eflet, par l'inspection de la figure, que l'on peut 
remplir de quatre manières diOërentes les conditions du 
problème proposé , savoir : 

Par les deux lignes D'F' et D"F", menées dans l'angle 
droit BAC , où se trouve placé le point E ; 

Puis par les deux ligues D"'F'" et n""F"", menées dans 
les angles C AB' et BAC, adjacents à l'angle BAC. 

n n'est pas difficile de voir que les solutions de l'angle 
BAC peuvent devenir impossibles , lorsque la grandeur m 
est au-dessous d'une certaine limite qui dépend de la posi- 
tion du point E , à l'égard des droites AB et AC , mais que 
les deux autres solutions seront toujours réelles-, car les 
lignes F'^'D'" et F ""D"" peuvent passer par le point A , ce 
qui les rendrait nulles, ou devenir parallèles, l'une à AB, 
l'autre à AC, et par conséquent inânies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simplifie- 
rait, sans perdre aucune de ses solutions, si Ton prenait 
le point E à égale distance des droites AC et AB5 car il 
suffirait alors de connaître une de celles de l'angle BAC- 
et une des deux autres , pour les obtenir toutes les quatre. 

Si l'on savait mener D'F' par exemple, on en conclu- 
rait W F", en prenant AF" = AD', à cause que le point E 
serait semblableraent placé à l'égard des deux droites ACi 
et AB \ et Ton déduirait, par la môme raison , D"" F"" de 
ly^'F"', en prenant AF"" = AD'". 



V 
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D'après cette remarque , je ferai GE = HE , ou a = 6, 
et l'équatiou (i) deviendra 

( 2 ) y^ — 2 ay^ -h 2 a}y'^ — /«^ ( j' — 2 «/ 4- a' ) = o. 

On ne voit pas encore comment elle peut être résolue 
plus facilement que la première \ mais la relation obser- 
vée ci-dessus , entre les diverses solutions , va mettre la 
chose en évidence. 

Les triangles D' AF' et D^'AF^ D'^'AF"' et D''''AF''^ 
étant égaux, il s'ensuit que les angles D'F'A et D''F''A, 
iy//pw^ et D^'^'F^'^'A sont compléments l'un de l'autre, 
et que par conséquent, dès que l'on connaîtra les angles 
D'F'A, D''' F '''A, on aura les deux autres, et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on 
n'a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement, il est avantageux de déterminer l'angle que la 
droite comprise entre les lignes AB et AC doit faire avec 
Tune de ces lignes, avec AB par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle, le 
triangle D'EG montre que 

tang D'F'A = tang D' EG = 2-^ == luA. = -Zlll?. 

Si l'on fait ~ = 2 , on aura 

a 

et , substituant cette valeur dans l'équation ( a ) , il vien- 
dra, après les réductions, 

OU 

(6) z' -\-2z'-+- ^ ^ Z' --h 2Z 4- I nr 0. 

rr 
Il est maintenant visible que si la quantité z' satisfait 
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à cette équation, la quantité -, y satîsfora paroilloinont ^^ i . 



et, en récrivant ainsi , 



M» 



a' 



on reconnaît sans peine qu en ajoutant z* à chaque mem- 
bre, le premier devient un carré parfait .. 

«•-haï'-h a»*4- 2s -4- I 4- *-= ^3--4r sH- I .= : 

on a donc 

{z»-4-s4- iV = ^3'H-s% 

d'où 



, /m- 

*«-h*-4-!=d:3y/-H-,, 
ce qui revient à 

gs ^ — rru: 34-1=0. 



Cette équation doit être considérée comme équivalente a 
deux équations du second degré , à cause des deux valeurs 
clont le coefficient de son second terme est susceptible \ et 

faisant, pour abréger, y^m* + a* = y* , on en tire succes- 
«iyement 



3» 


-h 


a 


— 


n 

9 1 . 


I 


= 


0, 




a 


— 5 ■ f- 


z" 


-4- 


a 


-h 


n 

-3-4- 


I 


_ 


0. 



Si l'on désigne par z' ^ z" les deux racines de la pre- 
mière, et par z^^ z"" celles de la seconde, on aura, en 



(*) Cette équation est de celles qu'on nomme réciproques. On trouve 
^tnsle Complément des Éléments d'Algèbre la manicro de les abaÎAHer au- 
^t qu'il est possible; et, par la transformation indiquée à cet effet, la 
proposée se réduit sur-le-champ au second degré. 

TEIGOHOMiTBIB^ 10® édU. 8 
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vertu du dernier terme égal à l'unité , 



. i 



z'z" = i, z'^z''"= i; 



et comme z exprime la tangente d'un angle, prise pour J 
un rayon égal à i, il s'ensuit que les valeurs z' et z" 
appartiennent à deux angles compléments l'un de l'autre, ' 
et qu'il en est de même de z"' et z^"^ (9), conformément i'- 
ce qui a été remarqué page 112. 

En résolvant les équations ci-dessus, il vient, parla 
première , 

par la deuxième, 



it — sl{a 4- ny — 4«* i 



la la 



mais 



V'(« — «)'— 4^' = v'(«4-«)(/2 — 3fl), 



et puisque n = v w' -i- a* surpasse nécessairement a , otï 
voit que les deux dernières valeurs de z seront toujours 
réelles , taudis que les deux premières deviendront ima- 
ginaires lorsqu'on aura n <^ 3 a. 

Avant de parvenir à ce terme, les mêmes valeurs devien- 
dront égales si w = 3a, c'est-à-dire si y^/w* -h a* = 3a 5 
et faisant évanouir le radical , on obtiejit 

d'où 

i?i'=8«% ou /w = sj^a^ = 7,asfiy 

ce qui prouve qu'on ne pourra mener dans l'angle BAC 9 

par le point E, aucune droite moindre que 2 a y 2. 

La quantité n étant alors V^Sa* H-a' = 3^, les deux 
premières valeurs de z deviennent égales à i , et les deux 

autres sont — 2 ±: y/3. Il suit de là que les deux lignes 
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D'F' et D'^F^se confondeat, en formant avec AB un 
angle de o^,5. 

Dans le cas général , si Ton fait 

\/(û — /»)' — 4«' = V^(/î-*-û)(/i — 3û) == p, 

il viendra , pour les quatre valeurs de z , 

la 2a 



z"" 



2« 2fl 



Connaissant les tangentes z\ z"^ z^"^ z""^ on en con- 
clura les valeurs dey, au moyen de l'équation 

y=zaz-^ a (page 112). 

Ces valeurs seront respectivement 

ATI'— a-'n^p a^n+p 

AD = h « = ? 

2 2 

An" — a — n-[-p g-^n-^p 

2 2 

2 2 

AD""= _ 'i±l±l ^a= "-"-1. 

2 2 

Elles se construiront aisément 5 car la quantité n est 
ITiypolénuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont a 
et m, les lignes p ei q s'obtiennent aussi par les triangles 
rectangles (69), ou parles moyennes proportionnelles (70) -, 
et lorsqu'on aura les longueurs des quatre droites ci-dessus, 
les points D^ D", D'", D'"' seront donnés (*). 



(*) Si Ton compare l'analysa que je viens de faire des diverses cir- 

8. 
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79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que doit 
faire avec AB la droite demandée , on eût pu chercher t 
déterminer la dislance entre le point donné E et le point K, 
milieu de la ligne D'F', pour en conclure D'E. En faisant 
EK = x, et posant, pour abréger, 

m 
D'K = F'K = — = /, 

•2. 

on aurait eu 
D'E=:D'K-4-ER=: / + ^, Er= F'R — EK = / — j:, 

F'H = VeF'— eh' = v^(/ — j:)' — «S 
elles triangles semblables D'GE, EHF' aurai en t'donné 

D'E : EG :: ef' : f'h, 

ce qui revient à 

d'où Ton aurait déduit l'équation 



« (/ — ^) = (/ -f- ^) v/(/ — ^)' — /iS 

qui, par Télévation au carré et le développement, serait 
devenue 

et pouvant la résoudre comme celles du second degré, on 
en aurait tiré d'abord 

07' = /' -h û' ±: \//ï* -h 4 flV% 
puis 



a: = ± V'^ + «'± Va*+4«'/* = ±. y/n-ha^dza sjo^-^l^h 



constances de la question ci-dessus, avec celle que Ton trouTe dt** 
V Algèbre de Bezout ( 3® vol. du Cours à l'usage de la Marine, édition de 1781» 
p. 334), on verra combien cette dernière est incomplète et fautive; eft* 
B^indique que les deux solutions représentées par les lignes D'F' et D*?^- 



I 
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apressions faciles à construire , d'après ce qu'un a vu dans 
]aii<^e9et70. 

Cette solution , bien remarquable par son élégance , est 
tirée de VA.ràhmétique unîi^erselle : Newton Ta donnée 
pour montrer comment un heureux choix d'inconnues 
simplifie la solution d'un problème. Celui qu'il a fait, 
dans la question qui m'occupe , lui a sans doute été suggéré 
parla considération que la distance EK ne peut avoir que 
deax grandeurs différentes , Tune relative aux solutions 
DT', WF ^ et l'autre aux solutions D''T'", D""F"", et 
que, par conséquent, ses quatre valeui^ doivent, abstrac- 
tion faite du signe, être égales deux à deux. Je conclurai 
de li que, pour se déterminer dans le choix de l'inconnue ^ 
il iaut chercher celle qui , dans les diverses circonstances 
qae peut offrir la question , subit le moins de changements. 

80. Le petit nombre de questions résolues précé- 
demment suffit pour montrer comment TAlgèbre peut 
(^appliquer à la solution des problèmes. On a dû recon- 
imtre, par ces exemples , que les circonstances relatives à 
la situation des lignes peuvent toujours être déduites de la 
considération des triangles, et, moyennant les propriétés 
de ces figures, s'exprimer algébriquement. L'art de for- 
mer les triangles dont il s'agit , et qui résultent , soit expli- 
citement, soit implicitement, de^ conditions du problème 
proposé, ne peut, comme la facilité de mettre en équa- 
tion les problèmes numériques , s'acquérir que par Fha- 
bitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui précède 

(*) V Arithmétique universelle de Newton contient une collection de pro- 
blèmes aussi précieuse par Télégance des solutions que par la variété des 
énoncés; la Géométrie de position, par Carnot, en renferme de trés-intéres- 
itQts, et qui conduisent à des propriétés de retendue fort remarquublos. 
U lecture de ces ouvrages, de ceux de Thomas Simpson et de VAnal:ne 
Shmétrùjue de Leslie, sera très-utile aux personnes qui voudront s'exercer 
^It résolution des questions. 



V 
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ne se rapportent qu^à des lignes , parce que les problèmes 

qui les ont amenées n^ont pour but que des déterminations 

de lignes , et c'est ce qui arrive le plus souvent , puisque 

la détermination des figures se réduit toujours à celle de 

leurs dimensions. Cependant il peut se présenter quelques 

cas où l'on cherche immédiatement une aire ou tm v(h 

hime^ l'expression à laquelle on parvient doit, si elle est 

homogène , avoir, dans le premier cas , à chaque terme de 

son numérateur, deux facteurs de plus qu'à ceux de son 

dénominateur, et trois dans le second cas. 

■o in • ob^c — a^d-^d* ,^. 

Par exemple , 1 expression ^ ■ peut desi- 

gner une aire , et l'expression ^ TT^ ^^ volume (*). 



Construire ces expressions, c'est faire un rectangle dont 
l'aire soit équivalente à la première, et un parallélipipède 
rectangle dont le volume soit équivalent à la seconde ^ et 
pour cela on prépare, par l'artifice analytique du n^68, 
la première formule, de manière qu'elle se réduise à un 
produit de deux facteurs, la seconde, de manière qu'elle 
devienne un produit de trois facteurs. 

En effet , si l'on prend 

ah'c = mH, a^d = mH\ d* = /w'/'% 

la quantité m demeurera arbitraire , les quantités k , A', A'', 
A'", A'''' se détermineront par les lignes proportionnelles , 
et l'on aura 

mUk — ^' 4- r ) rn(A-^A'-hA") 



{*) Dans Texpression fînalc du n^G^, la Icltrc m ne doit point compterr 
parce qu'elle exprime un rapport et non pas une ligne. 
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résultat qui peut être regardé comme l'aire d'un rectangle 
dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne 
représentée par 



h'' 



jiii 



Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne m , 
on peut la faire ^ale à l'une des quantités employées dans 
l'expression à construire, ou bien à l'unité, si l'on en a 
choisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie lorsqu'on 
prend m = a ^ il vient alors 

h-'cz=za}k, d=A'y d'=zaH% 

c^ = ak'", d=k"\ 
et 

ah-'c^a^d-^'d^ aHk — d-^-k") alh-^d-^-k") 

c'-^ad a{k'"-i-d) ^ {k'"-{-d) 

Ce procédé s'applique facilement à la seconde expres- 
sion proposée, 

a* -h à' 

Eu prenant tout de suite a au lieu de la quantité arbi- 
traire m , on fera 

et il viendra 

a^-hb* "~ a* + a^ k" 
a^fa^k — k') a (û -f- A — k') 

— a'i^a-^k") — " ^ a + k" 

La dernière formule peut être évidemment prise pour le 
volume du parallélipipède rectangle dont la base est le 
carré construit sur la ligne a^ et dont la hauteur est la 
ligne représentée par 

a -4- k'' 
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81. L* Algèbre sert non-seulemenl à trouver la gran- 
deur des lignes et des parties de l'étendue , comparées les 
unes aux autres, mais elle fournit encore le moyen de 
déterminer les figures qu'affectent ces lignes , et en géné- 
ral les formes de l'espace. Descartes, en remarquant le 
premier que puisque ces figures et ces formes établissent , 
entre des droites, des relations de grandeur, elles peu- 
vent être exprimées par des équations , est parvenu à ap- 
pliquer l'Algèbre à la théorie des lignes en général 5 et, 
par celte découverte, les mathématiques ont entièrement 
changé de face. 

Si l'on conçoit, par exemple, que de tous les points 
d'une ligne quelconque DE (fig» 34)} on ait abaissé des 
perpendiculaires PM, P'M', P''M'', etc., sur une ligne 
droite AB , donnée de position , et qu'à partir d'un point 
A pris à volonté sur celte ligne, on ait mesuré les dis- 
tances AP, AP', AP'', etc., chacune de ces distances et 
la perpendiculaire qui lui correspond seront liées entre 
elles de manière que l'une se conclura nécessairement de 
l'autre. En effet , quand la grandeur de AP sera fixée , la 
rencontre de la courbe DE avec la perpendiculaire élevée 
par le point P, sur la ligne AB , donnera la grandeur de 
PM; et quand on aura cette grandeur, que je supposerai 
représentée par ab , on obtiendra AP en prenant sur AC , 
perpendiculaire à AB , une partie AQ = ab^ et en me- 
nant ensuite, parallèlement à AB, la droite QM qui ren- 
contrera la ligne DE dans un point M , pour lequel on 
aura nécessairement PM = ab. 

Rien n'empêche d'imaginer que les lignes AP, PM 
soient rapportées à une ligne commune prise pour unité, 
et que , sous ce point de vue, elles soient représentées par 
des nombres ou par des lettres. Si la relation qui est entre 
AP et PM, entre AP' et P'M', etc., peut être exprimée 
par une équation algébrique, cette équation caractérisera 
la ligne DE, et en fera connaître successivement tous les 



\ 
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points^ c'est ce qu'on va voir sur deux exemples trèà- 
simples. 

82. Je prends, pour le premier, la droite AE (fig* 35), 
menée par le point A ; toutes les perpendiculaires PM , 
P'M', P'^M'^, etc., abaissées de chacun de ses points sur 
la ligne AB, détermineront une suite de triangles APM, 
AP'M', AP'^M'', etc., tous semblables entre eux, et qui 
donneront 



AP : PM :: ap' : p'm' :: ap'^ : p'm" :: . . ., 

ou , ce qui revient au même , 

PM_FM^_P^_ 
AP "" AF "* AP" 

La relation de toutes les distances AP aux perpendicu- 
laires PM est ici bien facile à saisir 5 elle consiste dans le 
rapport constant de chacune des premières avec celle des 
secondes qui lui correspond , et si Ton désigne ce rapport 
par a , on aura 

PM = a X AP, P'M' = rt X AP', P"M" = « X AP'^ 

Toutes ces équations, tjui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE, peuvent être comprises 
dans une seule, en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A , quelle qu'elle soit, par x , et 
la perpendiculaire elle-même par y^ car on aura alors 
y = ax. Cette équation , qui renferme deux inconnues , 
X ^y^ne peut donner la valeur que d'une seule , et cela 
après que l'on a fixé arbitrairement la valeur de l'autre : 
lorsqu'on assigne à x une valeur quelconque AP,y prend 
la valeur correspondante PM. Si l'on a, par exemple, 
a = 7, on trouve PM = j AP, c'est-à-dire qu'en prenant 
PM égale à la moitié de AP, le point M est sur la droite 
AE, et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
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A 5 on doit 5 pour embrasser toule son étendue, la conce- 
voir prolongée en AE', au-dessous de la ligne AB, et à 
gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est comprise 
aussi dans l'équation y= ax] car on peut donner à x, 
dans cette équation, des valeurs négatives, et ces valeurs , 
exprimant les distances à la ligne AG, doivent être prises 
du côté opposé à celui où Ton a porté les valeurs posi- 
tives (76) : elles donneront donc des points tels quep, 
placés en arrière du point A. Mais les valeurs correspon- 
dantes de y^ étant aussi négatives , doivent être prises du 
côté opposé à celui où l'on a porté les valeurs positives, 
c'est-à-dire au-dessous de AB, comme pm •, et il est visible, 
d'ailleurs , que , si Ap est prisé égale à AP, pm sera pa- 
reillement égale à PM : on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement AE' de la droite AE. 

83. Je considère, en second liou, le cercle décrit du 
point A (Jig. 36) comme centre, et d'un rayon égal à la 
ligne AD. Ce qui distingue les points de sa circonférence 
des autres points du plan, c'est d'être tous à une distance 
du centre A , égale au rayon AD , et , par conséquent , 
quelque part que l'on prenne le point M sur cette courbe, 
les droites AP et PM seront les côtés d'un triangle rec- 
tangle dont l'hypoténuse AM sera égale à AD. En faisant 
donc 

AP = j:, PM=jr, AD=2r, 
on aura 

et l'on tirera de là 

équation au moyen de laquelle, en se donnant x ou AP, 
on aura, par le secours du calcul, et sans qu'il soit be- 
soin de construire la figure, y ou PM , ou du moins le rap- 
port de cette ligne avec le rayon. En prenant, par exemple, 
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x=jr, il viendra 

On GonoeTra sans peine que Ton peut déduire de la 
même expression les lignes PM pour tons les points de la 

ligne AB, compris entre A et D. L'équation y= \"r* — x* 
prouTe, aussi bien que la description géométrique de la 
cirooii££rence dn cercle, que cette courbe ne doit pas sV- 
tendie an delà du point D; car, pour prendre le point P 
an delà de celnî-ci, il faudrait supposer x [> ÂD, ou 
]> r, et, dans ce cas, la valeur de >' deviendrait imagi- 
nûre. 

Quoique je n'aie considéré que le quadrant ED, les 
trois antres , qui complètent la circonférence , sont com- 
pris dans Téquation 

car Tordonnée^ ayant, pour une même valeur de :r, 
deux valeurs , savoir : 

+ ^r* — x\ et — \/r*— x', 

la seconde doit être portée du côte opposé à la pre- 
mière (76), et fournit par conséquent tous les points 
du quadrant E'D. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D', puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en D ; et iî cha- 
cune de ces valeurs répondront deux valeurs de y : la 
valeur positive donnera les points du quadrant ED', et la 
valeur n^ative les points du quadrant E'D'. 

84. Quoiqu'on ne tire des équations 

que des valeurs appartenant à des points toujours disjoints, 
néanmoins la continuité qui résulte de la description d(î 
la ligne droite et du cercle représentés respectivement 



\ 
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par ces équations , n'est point violée parce qu'on peut tou- 
jours déterminer par leur moyen deux points aussi voi- 
sins l'un de Tautre qu'on voudra , puisqu'il suffit pour 
cela de prendre pour x deux valeurs consécutives presque 
égales , et que rien ne limite la petitesse de la différence 
qu'on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes, 
c'est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur si- 
tuation , en les rapportant à une droite , par des perpen- 
diculaires , mérite la plus grande attention; on voit qu'elle 
revient à déterminer la position d'un point quelconque, 
par le moyen de ses distances à deux droites AB et AC, 
perpendiculaires entre elles. Le point M [fig* 34) est, 
en effet , déterminé lorsqu'on a les distances AP et AQ , 
puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes PM et QM 
menées par les points P et Q, parallèlement aux droites 
AC et AB. 

Les lignes AP et AQ , ou leurs égales , QM et PM , se 
nomment des coordonnées. On se sert ordinairement du 
mot abscisse pour désigner celle qu'on suppose connue, 
et l'on donne à l'autre le nom A^ ordonnée. Ainsi, dans les 
exemples précédents, où j'ai toujours exprimé les lignes 
PM par les lignes AP, PM était l'ordonnée, et AF l'abs- 
cisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent la direction 
des coordonnées, se nomment les axes dçs coordonnées. 

Il faut bien observer que, pour les points situés sur 
la ligne AB , la distance AQ ou PM est nulle, et que par 
conséquent, si on la représente par y, on a pour tous ces 
points, j* = o-, par la même raison, on a QM ou AP, ou 
or =±: o , pour tous ceux qui sont placés sur l'axe AC ; et 
enfin au point A, qu'on nomme V origine des coordonnées, 
on a en même temps 

jp = o, j = o. 
En ne donnant que les valeurs absolues de Tabscissc AP 
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et de Tordonnée PM , le point M reste encore indëter- 
mméà quelques égards; car on ne connaît alors que les 
distances de ce point aux droites indéfinies B6' et CC 
(fis* ^7)9 ^^^^ conservant ces mêmes distances , il pour- 
rait être indifféremment dans Fun quelconque des quatre 
angles BAC, B'AC, B'AC, BAC; maïs les combinaisons 
des signes affectés aux coordonnées AP et PM font con- 
naître dans lequel de ces angles se trouve le point pro- 
posé. En effet, étant convenu de donner le signe -f- aux 
parties de la ligne AB , en allant de A vers B , le signe — 
sera celai qu'il faudra assigner aux parties de AB', en al- 
lant de A versB'. De même, si l'on a donné le signe -f- 
aux parties de AC , en allant de A vers C , les parties de 
AC, en allant de A vers C, seront nécessairement affectées 
du signe — . Cela posé, on aura 



BAC \ „„ ou 

I + PM + j 

B^AC ~^^ 

ponr le point M J | H- PM -f- > 

''*''*''"e>« Ib'ac \-tl 

— PM — y 



BAC { ' if, "^^ 

| — PM — ^ 

Le choix des lignes AB et AC , perpendiculaires entre 
elles, n'est pas le seul qu'on puisse faire pour déterminer, 
sur un plan, la position d'un système quelconque de 
points; toute combinaison de lignes capable de fixer la 
position d'un point, ses distances à deux points donnés 
par exemple, serait également propre à cet usage; mais 
dans le plus grand nombre de cas , les coordonnées per- 
pendiculaires sont celles dont l'emploi présente le plus de 
facilité, et l'on verra plus loin plusieurs exemples du pas- 
sage de ces coordonnées à diverses manières d'assigner, 
sur un plan, la position des points. 
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86. L'équation qui exprime les relations entre les AP 
et les PM , pour une ligne donnée , s'appelle Y équation 
de celte ligne, et celle-ci se nomme à son tour le lieu de 
Téquation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter- 
minée renfermant deux inconnues , conduit à un Ueu géo- 
métrique. S'il s'agissait, par exemple, déformer tons les 
triangles rectangles que l'on peut construire sur une Hypo- 
ténuse donnée a , en nommant a: et ;^ les côtés de l'angle 
droit de ce triangle, l'équation du problème serait 

f 

07' 4- j' =r û' ; 

et Ton satisferait à la question en décrivant avec un rayon 
égal à a , un cercle , et en abaissant de tous les points de ce 
cercle des perpendiculaires sur l'un de ses diamètres : le 
cercle serait le lieu de tous les sommets de l'un des angles 
aigus de ces triangles. 

L'équation d'une courbe s'obtient toujours en expri- 
mant analytiquement , ou Tune quelconque de ses pro- 
priétés , comme on l'a fait pour la ligne droite , ou les cir- 
constances de sa description , ainsi qu'on en a usé à l'égard 
du cercle. Réciproquement, une équation quelconque, 
considérée en elle-même, donne aussi naissance à une 
courbe dont elle fait connaître les propriétés. Ce dernier 
point de vue étant le plus général et le plus fécond , c'est 
désormais de la considération des équations que je dédui- 
rai les lignes. 

87. De toutes les équations à deux indéterminées, la 
plus simple est celle du premier degré 5 et elle appartient 
à la ligne droite , la plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut être représentée par 

Cj = A^ H- B ; 

mais en la divisant par C , elle ne perdra rien de sa^éné- 
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ralitë, et deviendra 

A B 
jr=-x-+-g, OU jrz=:ax-^b^ 

en faisant — = a , - = i : c'est sous cette forme que je 

remploierai désormais. 
Supposant d'abord que b soit nul , on aura 

y=i ax^ ou -4= a ; 

X 

c'est-à-dire que, dans toute l'étendue de la droite, le rap- 
port de PM à AP [fig- 35) sera constant. Cette pro- 
priété, qui nVst que Texprcssion de la similitude des 
triangles APM, AP'M', etc., et de laquelle il résulte que 

PM P'M' 

— = -r^ = etc., quelque part qu'on prenne les points 

P, P', etc., sur la ligne AB, ne peut appartenir qu'à la 
ligne droite AE , menée par le point A , origine des coor- 
données. 

Le rapport -, ou le coefficient «, dépend de Tangle que 

fait la droite AE avec Taxe des abscisses AB; mais dans 
le triangle APM, que je suppose rectangle en P, le 
rapport de PM à AP est égal à la tangente de l'angle 
PAM (30) : a représente donc la tangente de cet angle. 
En considérant l'équation j^ z= ax -h b^ on voit que la 
nouvelle ordonnée j^ ne diffère de la première, y = ax^ 
qa'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b •, d'où il suit 
que si Ton prend AD = b ^ et qu'on mène la ligne DF 
parallèle à AE , elle sera le lieu de l'équation y= ax -f- b^ 
puisqu'on aura 

PN =PM +MN =PM -h AD, 
P'N' = P'M' -h M'N' = P'M' + AD, 



X 
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et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien, dans l'équation y =ax-}-i, 
ne limite les valeurs que l'on peut donner à ar, et que, 
par conséquent, celles de y deviendront aussi grandes 
qu'on voudra 5 mais en même temps, rien ne bornant le 
cours de la ligne DF dans l'espace indéfini BAC, on trou- 
vera toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeurs de j^ et de a: , qui satisferont 
à l'équation proposée. 

En faisant :r == o , on aura j^ = i , et cette valeur ap- 
partiendra au point D où la droite DF rencontre l'axe AC 
des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on trouvera 

/ = — ax -\- b^ 

et si ax est moindre que b , y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF montre 
que cette circonstance ne peut avoir lieu que dans la 
partie DF', correspondante à des abscisses Kp^ situées du 
côté opposé aux abscisses AP que j'avais choisies pour 
représenter les valeurs positives de x\ c'est donc de ce 
côté qu'il faut prendre les valeurs négatives. 

Pour trouver la valeur de x qui répond au point/* ou 
la ligne DF rencontre Taxe AB des abscisses, il faut faire 
y = o , ce qui donne 

b 

/arx-h^=z=o, et x= := A /*. 

a 

Lorsque x , restant toujours négatif, sera devenu plus 

grand que la quantité - , y lui-même deviendra négatif; 

mais au delà du point /*, la ligne DF se trouve au-dessous 
de la ligne AB : l'ordonnée p'n' tombera donc du côté 
opposé à celui où elle était située d'abord , et , par con- 
séquent , les valeurs négatives de y doivent se porter du 
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côté de la. ligne AB, oppose à celui qu'on a «idopté jiour 
les Talêars positives. 

C^iemarques, qui confirment ce qui a été dit dans 

le n^ 76, ne sont pas particulières n la ligne droite. On 

' nesaiiiâ^t y faire trop d'attention, car c'est de remploi 

1 dç^ quantités n^atives dans les figures que dépendent , 

en grande partie, les diverses formes qu'aifectent les lignes 

L^éqnation jr = ax-\- b ne renfermant que deux con- 
stantes a et bj dont la valeur particularise la droite que 
Ton considère, en la distinguant de toute autre^ il s^ensuit 
qne deox conditions suffisent pour déterminer cette droite. 

.Cdles qui s'offrent les premières, sont de Tassujettir à 
paSier par deux points donnés , ou bien à être parallèle 
ouperpcaidiculairc à une autre droite donnée, et à passer, 
ea outre, par un point donné. On aura besoin, dans 

>, la snite^ de connaître la forme que prend Téquation 
7 = âj:-|-i, pour satisfaire à ces diverses conditions; 

' c est pourquoi je vais les examiner chacune en parti- 
culier. 

88. Si l'on cherche l'équation de la ligne droite qui 
passe par deux points, dont les abscisses soient a et a\ 
et les ordonnées j3 et (i\ on mettra successivement a et a' 
à la place de ar, j3 et /3' à celle de y, et l'on aura, pour 
déterminer a et & , les deux équations 

Il P' — P 
\ a=i S -^ 
, d où Ton tirera < 
I ^=f 'i 
I a — a 



^ il en résultera 



6'— 6 a'S — aÔ' 

r = -, ^^-4- -S ^' 

«' — a ce — a 



pour l'équation de la droite cherchée. 
On peut donner à ce résultat une forme plus simple^ 
ïMOOHOMiTaiE, 10® eW/Y. 9 . 



^ 



\ 
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car, si Ton retranche de réquation / = aoc H- i^ , Vm 
des deux équations ci-dessus , la prejnijyre par exemp|| 
b disparaîtra^ et il viendra 

^— P = fl(a: — a). 

Cette dernière équation sera celle d'une droite assujetti 
à passer par le point dont les coordonnées sont âc et /3, < 
faisant d'ailleurs , avec Taxe AB, un angle queI(poncm^ 
en y mettant, au lieu de a, la valeur trouvée pr^céoSoB 



ment , on aura 



La distance des points proposés , ou^la partie qu^ils fa 
terceptent sur la droite clièrchée, aura pour ^Kpressioi 



v/(a'-a)^+(P'-P)»:- 

cela se voit évidemment , en supposant que N et N' repré 
sentent ces points; car, leur distance NN' étant l'hypèté 
nuse du triangle rectangle NRN', il s'ensuit que 



NN' = NR -{- N'R = (AP' ^ AP)» H- (P'N' — PN )« (*). 
89. Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui pai^ 



( *) L'expression de NN' devrait, à la rigueur, être précédée du dôubk 
signe ± ; car, lorsqu'on demande seulement la distance absolue de dew 
points N et N', on n'indique pas si elle doit être comptée du point l 
vers le point N', ou en sens contraire , du point N' vers le point N , ce qu 
en changerait le signe (74-76), et lequel de ces deux sens doit être affecti 
du signe +. Mais quand, sur ce sens , qui est entièrement arbitraire, on ( 
fait une convention , le sens opposé prend en conséquence le signe " 
Soit, en effet, x — /3 = a(x — a) l'équation de la droite DF; il s'ensiû 
que j3' — j(3 = û(a'— a), et 

par où l'on voit que cette distance NN' change de signe avec a' — a, et qtt 
le point N' se trouve en avant ou en arrière du point N , selon que a' ^ o^ 
< que «. 
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«mit par le point doDt les coonlonnées sont 2 et i . ot (jui 
amit paraBèle à la liene reprêsoniée par Tëquation 



y ^ u X 



il snflÎFa de sobstituer a au lieu de a . dans 1 équation 

qdaatiafaitdlëjà à la première condition . puisque , d*apro$ 
le n®87, le coefficient de x est le même dans les équations 
des lignes droites parallèles entre elles: on aura donc 
pour cdle qu'on cherche , 

90. Enfin, si ÂE et AI (fig, 38) «ont deux droites pei^ 
pendicnlaires entre elles , passant par l'origine A , et que, 
SOT l'abscisse AP, on élève les ordonnées PM et PM\ on 
trouve, en comparant les triangles semblables APM et 
APM'f que le rapport de AP à P>I est inverse du rap- 
port de AP à PM'^ en sorte que si a est le coeûicient 

de X dans Téquation de AE (87 ) , ce coeflicicnt sera - 

dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette dernière, 
tombant au-dessous de AB, doivent, par le n^ 76, être 
aSiectées du signe — : les équations des droites AE et Al 
sercmt donc 



(*) On parvient aussi à ce résultat sans s'appuyor sur le n^ 70; car l'in- 

tdiiudaondeB deux droites SM et AM' {fg, 39] , menées par rori(;in« A , 
dAlenhine la forme dn triangle compris entre cette ori(]^ne et les points M 
cU'oonespondants à la même abscisse AP, triangle dont les côtés sont 
(HileB h ealculer^ par les équations des droites, que je suppose 

^« En effet, si AP = x , on a 

PM[ = ax, PM'=a'x, MM' = PM — FM' = «jr - a'x-. 
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Considérant ensuite les droites DF et 6H , ' respecti 
vement parallèles aux droites ÂE et AI, et, par censé 
quent, perpendiculaires entre elles, on trouvera poui 
leurs équations 



I 



yz=iax-{-b et y =2 jr-f-ô' ( numéro précédent). 



a 



Si la seconde doit passer par un point dont les coor- 
données soient a et |3 , son équation détiendra 

r — P = — ^(* — «)• 

91 . Deux lignes qui se coupent ont , à leur point 'd'in- 
tersection, les mêines coordonnées; en sorte que, potu 
trouver celles du point de rencontre des deux di^tei 
données par les équations 

jrz=zax -^b^ ■ ' ' \ 

y:=ia'x-^b\ 

' ' ■ ■ . I ■ 

les triangles rectangles APM| ÀPM' donnent 

ISr = ÏP'-*- PM' = X» + a«x«, 

AM'* = ÂP' -H PM'* = x*.-4- a" a:» ; 

«t quand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles , le'triangl 
MAM' devient rectangle en A; MM', qui en est alors -rhypqt^puse, do 
satisfaire à l'équation 

5ÏM'*=ÂSr-f-ÂSr*, 

que les valeurs ci-dessus changent en 

Développée I réduite et divisée par 2x', elle revient à — aa' = i, dV>à \c 

conclut a' = 1 comme ci-dessus. 

a 

11 est bon d'observer que le signe — indique ici le changement quci4^ 

subir la figure, quand l'angle MAM' devient droit, cirçonstaiyie .qui x 

permet plus que les deux lignes AM et AM' soient du même côte de l'a^ 

AB , ainsi qu'on l'avait supposé d'abord ; l'Algèbre opère donc sur la situ 

tion de ces lignes un redressement analogue à celui qui a lieu par les sol^ 

tions négatives, dans les questions numériques. (Voyez les Éléme» 

d'Algèbre. ) 
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il n'y a qu'à supposer que les inconnues x et j ont la 
même valeur dans l'une et dans l'autre équation \ on aura 

ainsi 

tfx -H ô =r a! X -4- h' y 
ce qui doimera 

h--V a! h — ah' 
xzzz—, et r= — ; 

On voit, par ces valeurs, que le point de concours est 
d^autant plus éloigné des axes AB et AC, que la quantité 
a' — a est plus petite, et qu'enfin a: et y deviennent in- 
filiis, lorsqiie a'=ia^ c'est-à-dire lorsque les droites pro- 
posées .cessent de se rencontrer, où sont parallèles. 

. '92. Hjpeat être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d*un point donné sur une ligne 
donnée j et l'on y parviendra en cherchant les différences 
enfUre les cooi;données de ce point et celles du point où la 
droite, donnée rencontre la ligne qui luî est perpendicu- 
laire. 

L*éqaàtion db la première étant 

celle de la seconde sera 

^— ,^ = — ^(x — a), 

5i de et (3 désignent les coordonnées du point donné ^ mais. 
on peut mettre l'équation 

jr zzz ax -^^ b 
sous Informe 

qui revient à 

y — p=za{x — a)-f-^ — p-^aa; 

et, comme 



l34 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

il s'ensuit 

_ a(p-aa-b) ^-aA-â 

*-«- 7^77' ' ^-P~ j + a' ■ 

Substituant ces valeurs dans l'expression 

V(a: -«)'+(/ -P/ (88), 

on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher- 
chée j 

93. Ce qui précède conduit à Texpression du aîiHi», 
du cosinus et de la tangente de Tangle (jue forment entre 
elles deux droites données. Soient 

les équations des deux droites proposées \ il est évident 
queTangle qu'elles comprennent ne changerait point. si 
on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à elleS' 
mêmes jusqu^à ce qu'elles passassent par l'origine des coor- 
données *, et alors leurs équations se réduiraient à 

yz=:axy yz=za!x (87). 

C'est dans cet état que je les considérerai ; et je les re- 
présenterai par les lignes AM et AM' [fig» 4o)« Ayant 
pris sur l'une d'elles un point M' dont les coordonnées, 
soient désignées par a et |3 , la perpendiculaire MM' abiçls- 
sée de ce point sur l'autre ligne AM, sera expriméQ'{>ar 

^ j à cause de J = o (92); mais si Ton fait AM'=r, 



{*) Cette longueur, suivant ce qu'on a tu dans la note de la pa(e i3o, 
serait susceptible du double signe dr. En la prenant posi^Temèhi ici, 
lorsque /3 > aa.-\-h, on établit que le point d'où est menée la perpendi- 
culaire est au-dessus de la ligne donnée, convention d'après laquelle 
cette perpendiculaire doit devenir, et devient en effet négative lorsque le 
point passe au-dessous de la ligne, parce qu'alors ^3 < aa + 6. 
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les coordonnées du point A étant nulles, on aura 

et parce que le point M' est sur la ligne AM' dont l'équa- 
tion est y =2 a'x, il s'ensuivra ]3 = a 'a. Cette équation , 
ooipbixiée avec la précédente, donnera 



a 



P = 



a'r 



V^i-f-fl'* y/i + a'^ ' 

subsfituaîit ces valeurs dans celle de la perpendiculaire , 
on trouvera 



^ï-ha^s/i-ha'* ' 



et si l'on donne à la perpendiculaire MM' le nom de 
sinns , qu'on lui a assigné dans la Trigonométrie, on aura 

sin MAM' = 



^i -f- a^ ^ H- fl" 

en prenant r pour rayon. 

Si l'on retranche de r* le carré de cette expression, on 

■ ■ ■ a 

aura celle de AM , ou du carré du cosinus de Fangle 
IAAM'^ savoir : 

(ces MAM')' = — ^ ~ rrr yk - 

__ r» (i 4- 2 tf «'-!-«'«'*) 
~" (i-f-/i')(i-|-a'») ' 

et prenant la racine carrée , il viendra 

cos MAM' = /, — ,, , ,, . ; 

enfin , faisant r = i , on tirera de ces deux expressions , 

,, A ■-- / sin MAM' «' — a 
tang MAM' = ' TmûTf = y 

^ cos MAM' I -4- an' 

J'aurais pu déduire immédiatement cette dernière va- 
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leur de la formule 

, •, . tang p ±:tang q- 
tang(/7±ûr)= — ~-H-C r2^-, 

^ ^ ■ iqztangjD tapg^ 

rapportée dans le tableau de la page 32, puisque raille 
MAM' est la différence des angles BÀM' et ^AÂf , etljuav 
par conséquent, si Ton désigne ces derniers par p et 9 , 
on aura 

tang/? = a% tang (7 = a, et tang(/? -.^) =*i-^|^^, 

comme ci-dessus \ mais cette formule repose sur celles au 
n° 1 1 , obtenues par le moyen d'une construction , et je me 
suis proposé de tirer des seules équations des ligne^^t^ut 
ce qui est nécessaijre pour l'application de TAlgèbr^^à la 
Géométrie. ^ . 

94. L'équation du cercle trouvée dans le n® 83 n'est 
que particulière , parce qu'on a donné au centre une situa-* 
tion déterminée , en le mettant à l'origine des cooiHloiùiéesiit 
Pour généraliser l'équation de cette courbe, il faut mim 
l'équation du cercle DED'E' (fig* 36} en prenant poâr 
origine des coordonnées le point A!"^ placé d'une maniàr^ 
quelconque par rapport au centi e A , et pour cela , il sqjËt 
d'écrire analjtiqueqjLent que la distance de ce cei^tr^ ^ 
chacun des points de la circonférence est égale à r. pi', si 
l'on désigne par p et y les lignes A'^' A' et A'A , qui somt . 
alors les coordonnées du centre A , par rapport aux axes 
A'"B' et M" a, et que l'on fasse 

i 

il vient (88) 



AM = /• = \l[x-pf +{y- qfy 

d'où l'on tire, en carrant les deux membres et en déve- 
loppant, 
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Cette dernière ëcpaiion est la plus £:êuéraie que l'on 
puisse obtenir pour le cercle , en le rapportant à des coor- 
domiees rectangles : die ne peut être particularise^^ que 
par Ift détermination des trois quantités constautes p . tf 
et^r, dont les deux premières fixent la position du centre « 
et la troisième représente le rayon. 11 suit de là quMl faut 
trois conditions pour déterminer la position et la grandeur 
d'un cercle ; et c'est aussi ce qu'on a vu dans les Kléments 
de Géométrie. 

Si Ton voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

aelp, a' et S', a et à", 

on mettrait a , a', a" à la place de .r « et ^ , (i\ /5 " à celle 
de j^; on formerait ainsi les trois équations 

a^ ^npa' -h;>'4-p'" — 27P' 4-7^ = r', 
a'*— 2/>a'' H-;>=-f- P"»— 27?" 4- 7'= r», 

qui ne renferment que trois inconnues , savoir : /' 9 7 et /'. 
- Si Ton retranche successiTemoiit la première de la 
deuxième et de la troisième, on aura, en eiracaut les 
termes qui se détruisent, 

Ces deux équations , ne contenant p et f/ qu'au premier 
degré , font voir que le centre du cercle demandé no peut 
avoir qa'une seule position *, et quant au rayon , comine on 
a immédiatement 

r = ^a' — 2 /7a 4- /?' -f- p' — î?' 7 p + 7S 

il n'est susceptible que d'une seule grandeur : on nv. peiii 
donc faire passer par trois points qu'un seul c(îrcle. 
Les résultats de la résolution des équations «li-dessiis 



[ 
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étant inutiles pour ce qui doit suivre, je ne l'achèverai 
point, mais je ferai remarquer qu'elle pourrait s'abr^er 
par l'effet de la symétrie de ces équations , qui mèneraient 
aisément à la construction donnée dans les Eléments de 
Géométrie. * 

95, L'équation générale du cercle, 

se simplifie de plusieurs manières qui méritent a être re- 
marquées , parce que les formes qu'elle prend alors sont 
employées fréquemQieni dans l'analyse. 

Si l'on y fait /? = o , ^ = o, on retombe sur x^ + J^* == /"*. 

Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé* 

rence du cercle, il suffit de faire ;?* -h^*.=:; r?, puisque 

y/?' H- q^ exprimant la distance du centre à Forigine, il 
s'ensuit que cette distance est alors égale au rayon; et 
l'équation p*-|-gr' = r* réduit celle du cercle à 

x^ — 7,px -h /' — 2 qy = \} . 



*' 

« 



Enfin si , pour plus de simplicité, on mettait rorigine 
à l'extrémité D' du diamètre , le centre se trouvamt alors 
sur l'axe des abscisses , son ordonnée q deviendrait nulle , 
son abscisse p serait égale au rayon r, et Féquation ci- 
dessus se changerait en 

x^ — 2 rx 4- /' == o , ou y^ = nrx — x^. 

Celte dernière et la première , a:' -h j"* = r *, sont, celles 
des équations du cercle dont on fait le plus* fréquent 
usage. 

96. Ce qui précède étant bien compris, toutes les 
questions que l'on peut proposer sur la ligne droite et sur 
le cercle se ramènent facilement à l'Algèbre , sans qu'il 
soit besoin de recourir à d'autres propriétés des fiigures, 



qa'à k^reiatioii ^ni msie en:rt- îe^ irv^is c^ies d'un triâu- 
^rçetu^ (* ). Soit . poixr pzYmier exemple . cette ques- 
tion: 

Daac lignes Jroiêef, AE el DE Qi:. 41 . e/ti/rr «/o*i- 
nées par la angles qu'elles *'or:t i;»ïV ur^e tn\si'èm^ AB . 
et par ia partie AD quelles îr;tcr:eptenT sur cette tnyt- 
s&me, trouver sur Mlle ligne AC • yc^t:^i,i:c:Mz:rc à AB • 
i« poimi G, par lequel, ¥nent:nt une Jros'tt^ GK , paml' 
lele à AB, la partie HK, comprise entre AE et DE « soit 
d'wic grandeur donnée. 

Pour fonner les équations de» dix>ite$ AE et ED. je 
nomme a et a' les tan£:entes des angles F. AD et Fi) A 
^^elles font respectivement avec la droite AB; je prends 
œDfihci pour Taxe des abscisses dont je place roiigine au 
point A, ainsi que celle des ordonnées j' que je i\>nçcns 
parallèlei & AC, et je fais AD == s. La pinnuièiv dn>ite 
aura pour équation r = ajr, puisqu'elle passe par le 
point A ; la seconde devant passer par le point D, aiupicl 

^==o(8K) et .r = a, 

sera représentée par 

j-= — fl'(x — a), 

en observant queFangle EDB (tourne dans lo ni<>ine sens 
qœ Tangle EAD) étant obtus, sa tangente est celle de 
Tangle EDA prise négativement (23) : on aura donc K\h 
deux équations 

X = ax^ r = — a'(.r — a). 
Pour obtenir les points H et K , où les droites f|n'ell(\s 

{*) Dans les Notes qu'il a placées à la siiilo do. hoh Élt'mrnts th' (ironhinr, 
Logendrc déduit cette relation des prcniièrcH cnnsôqiKMiors dt* la siipiM'ixi- 
sitîon des triangles égaux, par un moyen lrrH-élé|jiint; mais Wu (MiiiNidi'- 
ratioDs qu'il emploie pour cela sont malhciirtiUKttmoiit trop almtraitoN poiii- 
pouvoir servir de base à un livre élémnntaire, et portrr daiiH IVHpril n«Mr 
conviction intime qui résulte des notions ret^ui'H imniédialciiiriil pur If 
sens. 
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représentent rencontrent la ligne GK, parallèle àÂB'ï^il 
suffit d'y faire j^ = AG : si donc on pose AG ==;'Jt, x>a,aliré* 

i . » ' ;» * 

/=:tfx, ^an= — o' (x — a); ■• . 

pretuint la valeur de x dans chacune de ces. éouatio'ns, il ■ 
viendra _ ^ , t :. .-. ■• *■ 



. . ■ ^ -(*■ 



• t oLa\ — t . «- . ; 

a ' CT- _ 

fc _ . ■ - ■ ■ 

1. : . • _ I . 

Ces expressions sont celles des abscisses A^ et Kk , dont 
la différence donne hk = HK , à cause dés p^all^és ^ et 
désignant par m la grandeur que doit avoir. HK.^ on 
ti^ouVera -j . 

m = — -^ — > 

a a 

d'où l'on tirera - * 



^ 
<- 



* ■ 






tia'm = oLua' —r ot — a'/^ 

et par conséquent 

fa — m)aa' 

I 

Telle est la valeur de AG , qui satisfait à la question pro*" 
posée. .''.••"* ^ 

97. Je suppose qu'au lieu.de donner à la ligue <HK une 
grandefltr conniie /on. demande qu'elle soit ^giue^ là ligne 
AG 
gle 
HK 9 il faudra l'égaler à ^ , ce qui 



d'où l'on déduira 



98. Soit encore le problème suivant, déjà résolu au 
n" 78 : D'un point E (fig. 33), placé comme on "voû- 
druy mener une droite de manière que la partie D'F' de 




a-a'-r- 1 t] 




a' 
cLaa! 




aal -h a 4- a' 


^ 



DE TRIGONOMFTtlE» l^\ 

ikc. îni^r^ctptèe enfr^ Jfur h\srirs rpj: i'îyrr^^r'Kt 
eitfDrr eBcr mmr omA droit BAC. soù J*une ^frvM^jSnu- 



Si JBiCt ^ doipient les coordonnées du {K^int donné F. . 
J— ^§î= — «(x — a) sera réquaiion de U droite FD'. 
menâfpar cepoinU Pour obtenir U lonpieur de P F « il 
snfift de déterminer AD' et AF , c'est- à-iîînf h Taleur 
de jrkMsqne x=o. et celle dex lorsque v = o, hviH>- 
thèses ffoi fournissent les équations 

r — S = fla. — S= — a .r — a. 

desqudleson tire 

r=5n-fla = AD', r = -— : = AF ; 

a 



et comme F'D' = y AD' -f- AF' , il en résulte 

posant F'D' = iw, et élevant au carré jK>ur faîiv dispa- 
raître le radical , il vient 

Cette équation étant développée et ordonnée par rap- 
port à la lettre a , se change en 



a a' a 



et monte, comme on voit, au quatrième degré; mais sî 
l'on fait j3 = a, c'esl-à-dîre si Ton prend le point K à 
égale distance des deux axes AC et AB, elle d(îvic^nl 



2 a' — m^ 



a* -h na^ -] rt' + 2rt -f- I = «), 



a 



et rentre dans Téquation (3) du n** 78, lorscfu'on cliangr 
a en 2 et « en a. 
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99. Je tais appliquer maintenant à la recherche' des 
principales propriétés du triangle , les fohnules que j'ai 
trouvées pour la ligne droite. Je prends, à cet effet, deui^ 
points M et M' [fig* 4^^)? formant, avec l'origine A, tin 
triangle quelconque MÂM'; je désigne les coordonnées 
du premier point par a, jS, celles du second par «', |3'; 
les distances AM, AM', MM', qui forment les côtés de ce 
triangle, seront, d'après le n® 88, exprimées respective- 
ment par 

Si l'on fait AM = c, AM' = c', MM' = c/', on aura les 
équations 

c^ = a' -4- p» . 

</» = a'^+ p'S 

c"^z=. a!^^2,0L'QL -+- a»-4- p'»— 2p'p + p»; 

et si l'on retranche la dernière de la somme des deux pre- 
mières , il viendra 

c» -i- c'» — c"^ = 2 (aa' H- pp') , 
d'où 

aa' + SS' = — i- 

2 

Les équations des lignes AM et AM' seront 

S ô' 

le cosinus de l'angle qu' elles forment entre elles aura pour 
expression (93) 



En faisant le rayon /• = i, comme celui des Tables de 
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sinus, et 'substituant à la place des quantités a^ +13*9 
a't^^/f^ Aa' 4-/3/3', Içurs valeurs c%c'% ^^±^^11^', il 

viendra 

cos MAM' = ; 9 

HCC 

relation entre les trois côtés du triangle MAM' et l'un de 
ses angles • Si Ton fait attention que cet angle MAM' est 
opposé au côté MM' = c", on en conclura , pour les an- 
gles AMM', AM'M, respectivement opposés aux côtés 
AM' = c', AM = 0, les relations 

c^ ^ c"^ c'^ 

cos AMM' = Ti 9 

Aitf/TLr c'* 4- c'-''' — c» 
eosAM'M = T-r, — ; 

puis, désignant par 7", y\ y les angles MAM', AMM', 
AM'M 9" on aura les trois équations suivantes : 

IC» + c" — HCc' cos 7"= C"% 
C» 4- c"»— 2 ce" cos 7' = </\ 
fj-i _|_ çf'\ 2 c' c" COS -^ Z=C^. 

Si Ton ajoute ensemble la première et la seconde, puis 
la première et la troisième, puis la seconde et la troisième, 
on obtiendra trois résultats qui deviendront respective- 
ment divisibles par ac, ac', ic'\ lorsqu'on aura efiacé 
les termes communs aux deux membres de chacun , et qui 
donneront ainsi : 

c — c' cos 7'' — c" cos 7 ' =: o , 
( B) \ c* — c cos 7" — c" cos 7 = o , 

c" — c cos 7' — c' cos 7=0. 

11 est bon d'observer que ces équations s'obtiennent 
immédiatement en abaissant successivement de chaque 
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angle dfi triangle, nue perpendiculaire sur le côté opposa? 
et calculant les sdgments de ce côte. ' 
On a , daûs la j^gr, i4 9 

AD = ABcosA, CD = BÇcosC, 
AC = AD 4- CD = AB cos A 4- BC cosC. 

Faisant 

AC = c, AB = c', BC=:c", À = 7'V C = 7', 

il viendra 

<? = c' cos 7" H- c" cos 7', ou c — c' cos 7" — c" cos 7' = G. 

On parviendrait de même aux deux antres équations (B). 

100. Quoique ces équations soient au nombre de trois, 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés lors- 
que les trois angles sont donnés •, car, 'si l'on cherchait les 
valeurs de c , c', c-\ au moyen des expressîbns générales 
des inconnues déterminées par trois équations du prei^î'er 
degré , on trouverait o , à cause que le terme connu man-r 
que. Mais ces mêmes équations se changent en 



lorsqu'on fait 



I — p cos 7'' — q cos 7' = o , 
p — cos 7" — q cos 7=0, 

q — cos 7' — p cos 7=0, 



c' c'' 

7=^' 7 = ^' 



i 



elles donnent alors les rapports des côtés du triangljç pro- 
posé , et il reste de plus une équation de condition , qu'on 
obtient en éliminant p et q. Cette équation est ' 

I — cos 7"' — cos 7'* — cos 7' — 2 cos 7" cos Y cos 7 = 0, 1 

et son premier membre est précisément le dénominateur 
commun des valeurs des inconnues c, c' ^c"^ déduites des 
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expressioiis générales citées plus haut. Eu égalant cett(^ 
qnantité à zéro , les valeurs des côtés c, c'j c" devienncii 1 7 , 
et les câtés demeurent, par conséquent, indéterminés, 
comme le prouve la transformation opérée sur les é({ua- 
tioDs (B). 

L'équation de condition que l'on vient d'indiquer ren- 
fenne la relation que doivent avoir entre eux les trois 
angles y, y' et y'\ pour que leur somme soit égale à deux 
droits, ainsi que l'exige la nature du triangle rectîlignc. 
Pour s'en assurer, il faut développer Téquation 

cos ( 2^ — 7" — 7' ) = ces 7 : 

on trouvera d'abord , par le n** H , 

— cos (7" H- 7') = cos 7, 

en observant que sin 2^ = o, et que cos 2^ = — i; il 
viendra ensuite 



d'où 



-- cos 7'' cos 7' 4- sin 7" sin 7' = cos 7, 
cos 7 -h cos 7" cos 7' = sin 7" sin 7', 



[pui 



s 



>7-hcos7"cos7')'=sin7"'sin7" = (i — cos7"')(i — C0S7"), 

'es les réductions , on retombera sur l'équation de 
con^^k rapportée plus haut. 

n^^wopos de remarquer que les équations (A) sont, 
par rapiHt aux triangles rectilignes, ce que les équa- 
tions (BjHi n° 47 sont à l'égard des triangles sphériques , 
et cond^Kient , par de simples transformations , aux for- 
muI^^B la résolution des premiers triangles. 

Tour avoir l'aire du triangle MAM' (fig^ 4^), il 
^ , du point A , abaisser une perpendiculaire AD sur 
[ecôté MM' qui , passant par les points M et M', dont les 
coordonnées sont respectivement « et j3 , a' et j3', a pour 

TRIOOWOMÉTRIE , lO** éfltt. 



10 
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équation (88) 

a — a 



OU 



a — a a — a 

En comparant cette dernière équation avec la formule 

jr =i ax -{- b, 



on trouvera 



g — g g — g 



mais, en observant que dans le n° 92, les lettres a et /3 
désignent les coordonnées du point d'où part la perpen- 
diculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas actuel ^ 
puisque ce point est Torigine, Fexpression de la perpen- 
diculaire se réduit à 

— b a^^.^p'a 



et, mettant c'' au lieu de y/(a'-~ ««) -f- (|S' — (3)% il 
viendra 

c' 

Avec cette valeur, on aura pour l'aire du triangle MAM', 

MM' XAD _ c — «P' — «'P 

2 2 

I 

expression bien remarquable , en ce qu'elle donne l'aire 
de tous les triangles qui ont leur sommet au point A , au 
moyen des coordonnées des sommets des angles adjacents 
à leur base. 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que î 
des côtés. Pour cola , il faut multiplier entre elles les deux 



IC 



>'v>MtTî.î£ 



^4 



«patîoB» 



«■•; 



H ïïttnmAtT en ft^àmi k <.&rrY- ->' 



5.5 = 



flîkiidni 






Prenant les racines carret-s. e: iwi;ii>âut tous les tornus 
da second membre an même dénominateur* on trou> or4 



^ Taire dn triangle MAM' aura pour impression 



dont le développement s'aceonle avec le résultat du 11*^ i\ \ . 

102. Si Ton conçoit maintenant un ipiatrièiuo )H>iiu 

M' dont les coordonnées soient a'' et ,3'', et ijue Ton iv- 

présente par r/, rf', rf" les distances AM% MM\ MM\ 

on aura 

a"' -f- p"' = rf-, 

(«"«a )»H-(p"-p )»=./", 

^développant ces équations, et substituant <laus l(\s 
deux dernières , à la place des quantités a' -h (S*, a'* ~|-/b'*. 
«'^•4- j3"*, leurs valeurs c*, r", r/', on obtiendra 

^ si, pour abréger, on fait 



= //,, 



9. 



*ffn 
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on aura 

Prenant dans ces équations la valeur de a" et celle de (3", 
qui sont 

pour les mettre dans 

a"= -h p"» z=id\ 

en ayant égard aux équations 

a' + p» = c% a'' + p'» = c'% 
on trouvera 

(î^) c' dl -Jh c'' d^ — 2rf,e/^(aa'4-pp') = rf2(ap' — a'p)». 

Remplaçant ensuite les quantités aa'-h [3(3' et a|3' — a'j3, 
par leurs valeurs 

2 2 ^^ ^ ' 

obtenues ci-dessus, et remettant 

, , 

2 2 

pour £/,, rf„ , cette équation ne renfermera plus que les six 
distances 

AM, AM', MM', AM", MM", M' M", 

qui forment les quatre côtés et les deux diagonales du 
quadrilatère AMM''M'. Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l'une de ses diagonales seront connus, on 
pourra trouver Tautre diagonale. 

103. Si l'on voulait déterminer le point M'' par les 
conditions que les trois distances 

AM", MM", M'M% 
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fussent égales, ce point serait alors le centre du cercle 
circonscrit au triangle proposé, et Ton aurait 

d=zd'z= cl'', 

ce qui donnerait 

l'équation (C) deviendrait 

et se réduirait à 

en inettant pour ««'+ jSjS' sa valeur, et en observant que 
si Ton désigne par S la surface du triangle AMM', égale 

^ _f L. ^101 ) , on aura 

On tire de là 

ce' c" 

expression très-simple du rayon du cercle circonscrit* au 

triangle proposé; et en écrivant — et — au lieu de d^ 

et flî„, dans les valeurs de a" et de (3'', on a les coordonnées 
du centre de ce cercle. 

104. Il ne sera pas plus difficile de trouver les coordon- 
nées du centre du cercle inscrit , et le rayon de ce cercle. 
Dans ce cas, le point M'' (jftg^. 43) se trouve au dedans 
du triangle, et dans une situation telle , que les perpendi- 
culaires abaissées de ce point sur chacun des côtés AM , 
AM', MM', sont égales entre elles. Pour exprimer analy- 
tîquement cette circonstance , il suffit de former les équa- 
tions des trois lignes ci-dessus, et d'en déduire, par la for- 
mule du vP 88, les longueurs des perpendiculaires menées 
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du point M'' dont les coordonnées sont a," el^". Or ces 

équations sont respectivement 

GC et 

•^ a' — a a' — a 

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront 
pour expression 

ap'' ^ g" ^ <x' P" -^ ol" P' 

et pourront s'écrire ainsi : 









^(ap-^-a-p)-~(a--p^~-a^r)+(«P^~«^P) 



c" 



en mettant pour les radicaux leurs valeurs c, c\ c" , 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne 
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne , a 
été obtenue par une extraction de racine carrée, et 
qu'elle est, par conséquent, susceptible d'être prise posir 
tivement ou négativement, on en conclura que chacune 
des expressions ci-dessus a deux valeurs. Pour n'em- 
ployer que celles qui sont positives , il faut observer que, 
d'après la figure , la ligne AM' s'écartant plus de l'axe 
des abscisses AB que la ligne AM , et le point M" étant 
compris entre la première et la dernière , on doit avoir 

a a oi Cf. ot. OL 

OU ce qui est la même chose , 

■ a" p' > a' p", ■ ap' > «' p, a^" > a" p ; 



DE TRIGONOMÉTRIE. i5l 

d'où il suit que, pour douuer une valeur positive , Tex- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu^cllc a ci-dessus. 

De plus, le point M'' se trouvant au-dessous de la 
droite MM', dont l'équation est 



il faut que 



ou 



que 



a — a a — a 






ce qui donne 
OU bien 

ap" — a"p -I- a"p' — a'p" < ap' — a'p, 

condition par laquelle l'expression de la troisième perpen- 
diculaire est positive. 

Si , d'après ces considérations , on fait 





c ''' c' ' 


-(«r- 


-a"p) - (a"p' - a'p") + («?' - a'P) 




c" 



et que l'on ajoute les produits ec, e'c', e''c'', il viendra, 
par les réductions , 

ec +e'c'-h e"c". = af' — a' p . 

Cette équation est facile à vérifier^ car, les produits ce ^ 
e'c', e"c" exprimant les aires des triangles AM^'M, 
AM'^M', MM'' M', multipliées par 2 , et la somme de ces 
aires étant égale à celle du triangle total AMM', désignée 
par S, on a, comme dans le n° 101, 

^p'— a'p= 2S. 



f 
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Lorsque e = e' = e", on obtient sur-le-champ 

et quand c =: c' =• c'\ il vient 

^ // 2S 
c 

La première de ces expressions est celle du rayon du 
cercle inscrit, et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans F intérieur d*un triangle équila-- 
ter al y on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle y la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur y puisqu'en prenant le côté a pour base, 
et nommant h la hauteur, on a S = j cA , ce qui donne 

e -^e' -\- e'' = h. 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d'exposer 5 mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage 5 et j'observerai qu'il existe 
pour les polygones rectilignes quelconques , des équations 
analogues aux équations (A) et (B) du n° 99, qui s'ob- 
tiennent de la même manière , et qui conduisent aux pro- 
priétés de ces polygones , comme celles-ci mènent aux pro- 
priétés du triangle. Lagrange a donné , sur les pyramides, 
un Mémoire auquel ceci peut servir de préliminaire , et 
qu'on étendrait aux polyèdres en faisant usage des for- 
mules rapportées dans le cinquième chapitre du premier 
volume de mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral (*). 

105. La combinaison de l'équation de la circonférence 



(*) Voyez les Ménwircs de l' Académie de Berlin, année 1773; la Po^- 
ffonométrie de M. THuilier, sa Polyédroméirie insérée dans le premier 
volume des Mémoires présentés h l'Institut par dus Savants étrangers; la 
Géométrie de position de Carnot» et son Mémoire sur la relation qui existe 
entre les ^stances de cinq points quelconques pris dans V espace. 
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du cercle avec celle de la ligne droite, fait découvrir les 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 
Soient 

x^-hjr^ = r% j— p = a {x — a) 

ces deux équations : les employer à la détermination de x et 
de y^ ou les considérer comme renfermant les mêmes 
inconnues, c'est supposer que les points auxquels appar- 
tiennent les coordonnées x , j*, sont situés en même temps 
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posée , c'est-à-dire sont les intersections de ces lignes ; et 
en général , il est évident que , pour trouver les points de 
rencontre de deux lignes quelconques , il suffit de supposer 
que leurs équations ne contiennent que les mêmes in- 
connues. 

En chassant d'abord y^ par le moyen de sa valeur prise 
dans la seconde équation , on trouvera 

Cette équation du second degré, étant développée, 
donnera deux valeurs pour x , parce qu'en effet la ligne 
droite doit , en général , rencontrer le cercle en deux 
points ] mais on arrive à des résultats plus remarquables 
lorsqu'on prend pour inconnue la distance du point dont 
les coordonnées sont a et j3, à l'un des points d'inter- 
section de la droite et du cercle. Si Ton désigne cette 
distance par z , on aura (88) ^ 



d'où l'on tirera 

et mettant pour y — j3 sa valeur a (x — a) , il viendra 

z' =r (jF— a)» (i -h a'), 
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d'où Ton déduira 

z , az 



X — a 



, J-P 



ce qui donnera 

z . az 

.r = a -4- , j = p -h 



Substituant (es dernières valeurs dans Téqualion 

x^ -^ y — /-, 
on la ehangera en celte autre , 



1 „-2 



2/73 2^ l^aZ Cl^Z 



I + a^ 



/' 



(jui se réduit à 

3^ H \ ^ ^ z 4- a'^ 4- fi' — r-^ = o, 

et qui fera d'abord connaître z , et ensuite x et j-, au 
moyen des expressions précédentes. 

Il est visible que si le point E [fig* 44) est celui dont 
les coordonnées sont a et |3, que MNM' et EM soient le 
cercle et la droite proposée , a exprimera la tangente de 
l'angle EeB, et les deux valeurs de z appartiendront aux 
droites EM et EM'. 

106. On sait, par la théorie des équations , que le der- 
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc on 
nomme z' et z" celles de l'équation ci-dessus, on aura 

expression qui , ne dépendant point de la quantité a , 
demeurera la même, quelle que soit cette quantité, c'est- 
à-dire quel que soit l'angle EeB dont elle est la tangente^ 
et comme z' et z" représentent les d<^ux lignes EM et EM', 
il suit (le là que le produit EM X EM' est le même pour 
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toutes les lignes menées par le point E, ou, <jue si Ton 
tire une seconde sécante Em', on aura 

EM X EM' = E w X E/w' , 

d'où il résulte que les sécantes EM'et Em' sont récipro- 
quement proportionnelles à leurs parties extérieures EM 
et Ew, ainsi qu'on le prouve dans les Eléments de Géo- 
métrie. 
Lorsque le point E est en dehors du C(»rcle , on a 

puisque a' •+- 13' exprime le carré de la distance du point E 
au centre A ; mais quand ce point est intérieur au cercle, 
comme le niontre \aijig, ^^ ^ z' e\ z" sont de signes difie- 
rents, parce que le dernier terme a'-hj3- — r^ devient 
négatif à cause de a' -f- j3* <^/**. D'ailleurs le produit 
EMxEM' demeure indépendant de l'inclinaison de la 
ligne MM', par rapport à AB 5 et en menant par le point E 
une seconde corde mm' ^ on a encore 

EMXE1M' = E/;/ XEw'. 

D'où il résulte , comme on le prouve dans les Eléments de 
Géométrie, que les cordes d'un même cercle se coupent 
en raison réciproque, et l'on voit que ce théorème et le 
précédent n'en font, à proprement parler, qu'un seul, 
puisqu'ils se déduisent de la même équation. 
En tirant de l'équation 

la valeur de z , on trouve 



z! = 



__ — (a+ p«) -4- s/r^ii 4-^') — (,8 — «a)^ 



s/ 14- a' 

^/^ ^ - (« + p^) - v^^'^ (i + ^^') ~ (p - ^^y . 

telles sont les expressions des lignes EM et EM'. 



I 
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Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 
données , de manière que les abscisses x et a soient prises 
sur la droite AE {fig- 44) qui joint le point E avec le 
centre A du cercle proposé, en partant toujours de ce 
centre , et que les ordonnées y soient perpendiculaires à 
cette droite : on aura alors 





— a 


= o , a = AE , 




t _,^ 


4- >Jr^{i -hfl') — 


à'o} 




— a 


\/i +û* 




If 


— slr^{i-ha') — 


a^oi} 



Féquation du cercle ne changera point , mais celle de lai 
droite EM deviendra 

jrz=:a{x-'a.), 

107. En supposant que le point E soit extérieur aa 
cercle , on obtient 

MM' = EM' — EM r= ■ . y ^ 5 

y I -f- «' 

mais il est visiblç que cette ligne diminue à mesure que la 
ligne EM, tournant autour du point E, tend à sortir du 
cercle, et que les points M et M' finissent par coïnfcider 
en N , lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle qu'un 
simple contact : à ce point , ou a donc MM' = o , et , par 
conséquent, 

/'^(i -+- a^) — «'a' =: o, 
d'où 



a 



sja? 



Voilà l'expression de la tangente trigonométrîque de 
l'angle que doit faire avec la ligne AE une ligne EN 
menée par le point E , de manière à toucher le cercle •, et , 
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par conséquent, la solution algébrique de ce problème : 
Par un point pris hors du cercle^ mener une tangente à 
ce cercle, 

108. Les mômes considérations serviront aussi à déter- 
miner la tangente menée par un point pris sur la circon- 
férence du cercle 5 et pour plus de généralité , je placerai 
ce point d'une manière quelconque. En désignant tou- 
jours par a et |3 ses coordonnées, on aura par l'équation 
du cercle, à laquelle ces quantités doivent satisfaire, 

ce qui réduira l'équation 

2(a H- S«) 
z" -+- \ '^ ^ z -h a^ -h P' — r'- = 



a 



et dans cet état elle se décompose en 

2(a-hS3) 
z = o, z-\ ^ '^ ^ — o : 

v/i + a^ 
ses deux racines seront donc 

z' = O , z == \_ '^ > 

V/l -4- rt' 

et la différence de ces valeurs, ou la longueur de la partie 
de la sécante comprise dans le cercle, sera 

2(a4-p«) 

»■■■ I ■■ .- ■■— ■— . • 

Pour que cette quantité s'évanouisse, il faudra qu'on 



ait 



a 
a-|-pa = o, ou «~ — -Tt 
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résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dans les 
Eléments de Géométrie, car la droite menée par le centre 
du cercle et par le point dont les coordonnées sont a etiS, 

ou le rayon AN, aurait pour équation j=,^x (87) ; 
Téquaiion j — j3=:rt(x — a), devenant, par la valeur 
de a trouvée ci-dessus ^ j — /3 = — - (x — a ), représen- 
tera la droite perpendiculaire à ce rayon, et passant par 
le point dont les coordonnées sont a et |3 , c'est-à-dire par 
son extrémité N (90). 

Si l'on voulait connaître la distance de l'origine A des 
coordonnées, au point où la tangente NT rencontre l'axe 
des abscisses, il faudrait, dans Téquation de cette tan- 
gente, faire j^ = o , ce qui donnerait 

-P = -p(^-«) et .r = ~— »! = --, 

à cause de a' -j- jS* = r*. 

109. On peut, par ce qui précède, résoudre la ques- 
tion suivante : Tromper la position que doit ai^oir la 
ligne YM.^ menée par le point donné E, pour que la 
partie MM! de cette ligne, comprise dans le cercle^ soit 
d'une grandeur donnée m. Alîn de parvenir à des expres- 
sions plus simples , je prendrai , comme à la fin du n** 106, 
la ligne AE pour axe des abscisses , et , en égalant à m la 
différence des valeurs de z^ obtenue dans le n? 107, 
j'aurai 

m = — i — ' 

v/i— f- «' 

Faisant disparaître les radicaux , il viendra 

w'(i -h^^) =z^r'{i -hâr^)--4«»a', 
d'où je tirerai 



/?/' 



a 



\J^(f? — 4/.-' H- m- 
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et substituant cette valeur dans j =: a{x — a), j'obtien- 
drai l'équation de la droite cherchée. 

Ce n'est encore là que la solution analytique du 
problème qui m'occupe-, il faut maintenant construire 
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir, on observera 

d'abord que le numérateur y 4''* — ^^ exprime le côté 
d'un triangle rectangle dont ar est l'hypoténuse, et /?« 
le troisième coté. On donnera ensuite au dénominateur 

v/4a* — /\r* -}- m* la forme ^4»* — (4'* — '^*) , équi- 
valente à V 4a* — In/4''^ — w*)*, et qui fait voir que ce 
dénominateur est aussi le côté d'un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse aa, et pour troisième côté le; 

radical v4''* — '^^*î ou le numérateur dont je viens d'in- 
diquer la construction. 

En nommant q et p les deux lignes qu'on obtiendra par 
ces opérations, j'ai 

. = ?; 
P 

l'équation y = a(x — a) devient 

j=:?(^ — a),- 
p 

et il en résulte que si l'on prend sur AE, à partir du 
point E, une distance EF =/^, et que par l'autre extré- 
mité de cette distance on élève une perpendiculaire 
FG = (ft la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point E jouira de la propriété com- 
prise dans l'énoncé de la question , puisque l'angle FE(x 

^ FG 
aura pour tangente tngonometrique a = - = — • 

HO. 11 doit être évident, d'après ce qui précède, que 
les questions de Géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodes bien distinctes : l'une consiste à déterminer les 
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équations des lignes qui contiennenl les points cherchés, 
en partant des propriétés de ces lignes , et l'autre à déduire 
immédiatement de la considération des triangles semblables 
et des triangles rectangles que présente la figure résultante 
du problème supposé résolu , en s'aidant même de quel- 
ques constructions préparatoires, les relations des droites 
qui déterminent la position de ces points. 

La première de ces méthodes, quelquefois plus élégante 
que la seconde, est toujours plus générale ; mais la seconde 
est souvent plus simple ; et cela doit être , puisque par 
celle-ci on prend les choses de moins haut , et qu'on part 
de propriétés plus voisines de celles qu'on cherche à dé- 
couvrir (*). 

111. L'équation du premier degré n*a donné qu'une 
seule espèce de lignes, savoir, la ligne droite*, l'équation 
du cercle s'est trouvée du second degré -, mais cette équa- 
tion , obtenue dans le n° 94- , sous la forme la plus géné- 
rale 5 n'est encore qu'un cas particulier de ce même degré 
dont la formule est 

(i) Aj' -h Bxjr + Cx' 4- Dj -h Eo: .= F : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qu'on 
peut, sans en diminuer la généralité , Técrire ainsi : 

B C D E F 

jr' -f- --- j:j -h -- :c' H- —X -f. -- a: =r — , 
A . A A A A 

et faisant, pour abréger, 

B , C D ^ E F r 



(*) J'ai tracé la marche féconde et uniforme de la première de ces 
méthodes y dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître plus particuliè- 
rement l'application , trouveront de quoi satisfaire leur goût dans la 3® édi- 
tion du Recueil de diverses Propositions de Géométrie, etc., par M. Puissant. 
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il en résultera 

^» 4- hxy -f- cx^ -^-dy -^ex^zf, 

m 

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer les 
circonstances du cours des courbes cherchées, c'est d'exa- 
miner la marche des valeurs de l'ordonnée, par rapport 
à celles que l'on peut assigner [aux abscisses-, et, pour 
cela , de résoudre l'équation ci-dessus , par rapport à y. 
En opérant ainsi , on trouve 

Xz='-^{bx'i-d)±{s/i(/—ex^cx')-h(bx^dY. 

Développant la quantité qui est sous le radical, et l'ordon- 
nant par rapport à a: , il viendra 

Faisant , pour abréger, 

^/-^d^ = py ne — bd=n, ^c — b^'=mj 

on aura 

bx -\' d . sIp — 7.nx — mx^ 
Y =z I+Z -^ • 

On voit d'abord que la valeur dey est composée de deux 

parties , dont l'une , exprimée par — ? est l'or- 

donnée d'une ligne droite ayant pour équation 

V — Ihx l d 

qui se construit en prenant sur l'axe AC au-dessous de AB 
( jig, 46), une partie AD = ^ J, et menant par le point D, 
une droite DE, faisant du côté des x négatifs un angle DE A 
dont la tangente soit égale à ^ t (87) ; en sorte que, AP 

étant X, PN sera . Il est évident maintenant que 

pour avoir les points qui appartiennent à la courbe cher- 
chée, il faut porter dans la direction de PN, tant au- 

TRIGONOM^TRIE , lO* édit. II 
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dessus qu'au-dessous de la droite DE , des parties NM et 
NM' égales à 

puisqu'on aura, par ce moyen, 

PM = — ^{bx '\' d)-\- >^ sjp — inx — mx^ , 

P]Vr= '-\{bx-{-d) — ^slp — 2/7Jr — mx^. 

La droite DE jouît ainsi de la propriété remarquable de 
partager en deux parties égales les lignes menées paral- 
lèlement .à AC, entre deux points de la courbe cliercliée, 
et c'est pour cela qu'on lui a donné le nom de diamètre j 
mais il y a cette différence entre la ligne DE et les dia- 
mètres du cercle, que ceux-ci rencontrent à angle droit 
toutes les lignes qu'ils divisent en deux parties égales, 
tandis que la prenaière les coupe obliquement : cependant 
on verra bientôt que ces deux circonstances dérivent d'une 
même loi. 

112. L'équatîbn ci-dessus se simplifierait beaucoup en 
prenant pour ordonnées les droites NM et NM', c'est-à- 
dire en faisant 

bx -h d 

y H = t : 

il viendrait alors 

mais les abscisses AP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les ramener 
à cet état, il faut les prendre sur le diamètre DE : c'est ce 
qu'on effectuera en posant DN =: ^, et en observant que 
si l'on tire DG parallèle à AB, on aura 

DG = DN cosD = ^ ces D. 

L'angle D est le même que l'angle E, dont la tangente 
est 7 ft ; son cosinus est 
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et puisque 

AP=:DG, 

il en résultera 



V4 + *' 

en faisant , pour abréger, 



La valeur de x étant mise dans celle de f , on trouvé 



t z=z±^ sjp — 2 nqs — mq^s^y 

relation qui doit exister entre ^ et f , ou entre les droites DN 
et NM, pour chaque point de la courbe, et qui est, par 
conséquent , son équation rapportée aux coordonnées DN 
et NM. Celle-ci, quoique plus simple que 

y^ -f- bxy -H cx^ -\- dy -\- ex z=z f ^ 

est aussi générale , puisque les transformations effectuées 
jusqu'ici n'ont introduit aucune condition particulière. 

L'expression de t étant affectée, en général, d'un ra- 
dical du second degré, ne saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité p — 272^^ — mq^ s^ sera posi- 
tive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

113. Je suppose d'abord que la quantité désignée 
par m dans le n° 111 soit positive, et je mets l'expression 
p — 'i.nqs — mq^ s^ sous la forme 



W7' ' ^ 



2/2 -\ 

— s — s^ \ 
mq I 



mq* 
pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 

p 2/2 



,1 — ' 



mq* mq 



II. 



l64 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

de laquelle on peut faire disparaître le terme où 5 n'est 
qu'au premier degré , en prenant 

s=zu ^ (Éléments d* Algèbre, 209 ) ; 

mq ^ 

et, après la substitution et la réduction, elle devient 

pm -hn^ . 

Pour savoir ce qu'est u , îl suffit de construire sa valeur 
en 5 ^ et l'expression 

uzzzs -\ = DNH 

mq mq 

montre que l'origine des u doit être placée en arrière de 
celle des 5, à une distance OD = — 'y parce qu'alors 

DN = ON — OD = « — — • 

mq 

Cela fait , on a . 



t 



= *5V/"'-(^— ) 



et l'on voit que l'expression de t sera réelle, tant que 



rn^q^ 



puis qu'elle sera nulle quand 



pm -h «* / pm -+- n^ 



«=±\/- 



/w'y' V w*^« 



Ces dernières valeurs indiquent donc \es intersections de 
la courbe avec le diamètre DE ; et en les portant de chaque 
côté du point O , à cause de leurs signes , on obtiendra les 
points I et I' placés à égale distance du premier. 
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Au delà de ces points, la quantité 

pm 4- /i' 

<: — u} 

devenant négative , les ordonnées t seront imaginaires : 
ainsi la courbe n'aura aucun point correspondant aux 
abscisses plus grandes que 01 et 01' \ elle sera donc ren- 
fermée dans l'espace compris entre les lignes IH et l'H', 
menées par les points I et F, parallèlement aux ordonnées. 

114. Les deux valeurs de f en i/ ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes, soit qu'on prenne u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse OJN' = ON 
répond l'ordonnée N' M'' égale à NM' et placée en sens 
contraire, en sorte que les triangles M''N'0 et M' NO 
sont égaux, et que , par conséquent , la droite M'M'' est 
partagée en deux parties égales au point O. Cette pro- 
priété, dont le point O jouit par rapport à tous les points de 
la courbe , lui a fait donner le nom de centre y par analogie 
avec le centre du cercle \ mais pour les autres courbes , les 
rayons ne sont égaux que deux à deux , parce que les dia- 
mètres sont inégaux. 

115. La forme de la courbe que représente l'équation 
entre t et li se reconnaît aisément par la construction de 
cette équation; et pour l'effectuer, je fais d'abord 

pm + rC- ,- 
= a^ : 

il vient 



f = db i sjmq^{a"' — tt') = ±: | \Jmq^ . sja'^ — a'. 

Prenant alors a' pour le rayon d'un cercle ayant son centre 

au point O , u pour l'abscisse , le facteur sla'^ — u* expri- 
mera l'ordonnée de ce cercle , élevée perpendiculairement 

à Ol. Quant au facteur ^ V///<7% il ne doit représenter 
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qu'un rapport, si l'on veut avoir égard à l'homogénéité 
des expressions (71) : je le désignerai donc par -7) et 



j'aurai , par conséquent , 






d'où je tirerai 



a 



On voit ainsi que l'ot'donnée NM s'obtiendra en cher- 
cliant le quatrième terme de la proportion 



a' : è' : : y^^'» — u" : t, 

loorsqu'on aura déterminé la grandeur de < , on la portera 
le long de la ligne MM', tant au-dessus qu'au-dessous de 
DE, à cause du signe ±, 

Il est évident que la courbe résultante de cette construc- 
tion sera fermée comme le cercle , et ne s'étendra que dans 
l'espace compris depuis u = a' jusqu'à u = — a\ puis- 
qu'au delà de ces limites le radical, ou l'ordonnée du 
cercle , sera imaginaire. 

La plus grande valeur que puisse avoir l'ordonnée t 
est visiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
M = o ; on a dans ce cas 

prenant donc les droites OL et OL' égales à b' ^ les points 
L etL' seront les limites.de la courbe dans le sens de ses 
ordonnées, comme les points I et V le sont dans celui des 
abscisses. 

116. Il est important de remarquer que si la quantité 

représentée par a'* était négative, le radical y a'* — u* 
demeurerait toujours imaginaire , et l'équation proposée 
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ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a", qui est^ — tt-î on verra qu'elle serait 

négative si p était afTecté du signe — , et qu'on eût en 
même temps ^/i2 ^ 72*. 

Quand, dans ce cas, pm = w', il vient (115) 

rt'z=0, ^'=0; 
mais on a toujours 

et 5 par conséquent , 

^ = ± 7 sjmq\ V^— «» =z±\qu y/— m , 

équation à laquelle on satisfait en posant f = o , m = o : 
on peut donc dire que la courbe se réduit alors au seul 
point 0,où tz=.o^ M = o,et que ce point est la limite 
vers laquelle tendent, à mesure que les diamètres II' et 
LAJ diminuent, les courbes données par l'équation ci- 
dessus. 

En élevant au carré les deux membres de l'équation 



'=*;v/"''(=;^-"')' 

' elle se change en 



4 ' \ ''''9' / 



et en 

l^mt^ -h ni'^q'^ lû — pm — «' = o. 

Lorsque p est négatif, elle deviçnt 

4 mt"^ 4- /w' ry' a' -f- pm — /i' = o ; 

et quand pm^ »', son premier membre étant la somme 
de trois quantités essentiellement positives, puisqu'on 
suppose que m est aussi jK)silive , il ne peut devenir nul 
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que dans le cas où Ton aurait séparément les trois équa- 
tions 

4/w/' = o, m^q^u^=zo, pm — /i' =r o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant i = o, 
u = o ; mais la dernière exprime une condition sans 
laquelle la proposée est tout à fait absurde. 

117. Je suppose à présent que m soit négative ^ la quan- 
tité p — 2 nqs — mq^s^ deviendra 

(/? 2/î \ 
s -^ S*\' 
mq^ mq ] 

On fera disparaître le terme 5 , en prenant 

n 
mq 

et la quantité — ? qui représente OD i^fig^ 47) > ayant ici 

le signe -4-, se portera sur la partie DF, affectée aux 
abscisses positives. On aura ainsi le centre O, et l'équa- 
tion proposée deviendra 

posant 

pm — /i* , , 
m'q' ' 

selon que la quantité pm — n^ sera positive ou négative- 
et faisant toujours 



on obtiendra 



4-^7'=^' 



a ^ 



Cette équation parait renfermer deux cas distincts : ^ 
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n'en contient cependant qu'un seul ; car, si Ton élève ses 
deux membres au carré , on en déduira 

d'où 

b'^u}-^a'U^z=:b'^a'\ 

équations qui ne diffèrent l'une de l'autre que parce que , 
dans la seconde, a' et t tiennent la place qu'occupent b' 
et u dans la première , et réciproquement : il suffit donc 
d'examiner ce que signifie Tune d'elles. 
Je considérerai en particulier la seconde : on en tire 

a 

l'ordonnée t sera construite en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes 

a\ b' et \^a» — a'\ 

dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre 
u — a et u + a^ et ne se trouve réelle qu'autant que 
u ^ a'. La courbe cherchée n'a donc , depuis u= o jus- 
qu'à u^=a'^ et depuis u=o jusqu'à m = — a\ aucune 
ordonnée réelle 5 et comme m = «' et m = — a' donnent 
également i = o , il en résulte que cette courbe rencontre 
le diamètre DE aux points I et F, où se terminent les 
abscisses 01 et 01', égales à a', mais qu'elle ne s'étend 
point entre les droites IH et l'H'. 

Au delà des points I et I', on a u^ a' ^ soit positive- 
ment , soit négativement ; l'ordonnée t augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
atteindre. D'après ces considérations , il est visible que le 
cours de la courbe est pareil à celui des lignes Kl A, K'F A', 
séparées par l'intervalle II', et dont les branches IK et lA: , 
l'K' et W s'étendent à l'infini. 
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Si l'on considérait cette courbe par rapport à ]a droite 
LL', c'est-à-dire en prenant t pour Fabscisse , et u pour 
l'ordonnée, son équation donnerait 



Dans cette forme, u ne saurait devenir moindre que 01 
et 01', et la courbe ne rencontre point son diamètre LL'. 
Il est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à 

a 

doit appartenir à une courbe QL^, Q'L'<jf' de la même 
espèce que Kl/r , R'I'A', mais tournée par rapport au dia- 
mètre LU des ï, comme celle-ci l'est par rapport au dia- 
mètre IF des u, 

118. Si l'on avait 

a' = o ou pm — 72' = o (117), 

l'expression de t se réduirait à 

. et donnerait les deux équations distinctes 

t= JL qu \m , t z=: — \ qu y /w , 

qui ne représentent que deux lignes droites menées par le 
point O. Pour les construire, on prendra à volonté une 
abscisse OR 5 il viendra 

et, portant ces valeurs de R en S et en S', on tirera OS 
et OS', qui seront les droites demandées. 
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Je vais comparer à ces droites la courbe Kl A, en pre- 
xiant pour une abscisse quelconque ON=i/, la diffé- 
rence MV des ordonnées correspondantes NM et NV. La 
;|)rémière étant exprimée par 

<t la seconde par 
j obtiendrai 

La différence i — i/ i devient plus facile à ap- 

précier lorsqu'on développe l'expression t/ i --^ or, 

la racine du premier terme i étant i , on fera 



s/ 



a" 



1- — = .+z, 



u 






et Ton aura 

mais plus on supposera m considérable , plus la fraction — 

sera petite , et moins la racine i -f- -2? différera de l'unité : 
en négligeant donc, suivant la méthode donnée en Al- 
gèbre, n° 215, z^ dans l'équation ci-dessus, on aura 

a'' 



iv} 



Pour approcher ensuite davantage de cette valeur, on 
fera 



a'^ 



z=i 7 + 2', 

2 u^ 



a" 
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et l'on calculera semblablement z'^ qu'on trouvera — ^— j ? 

et ainsi de suite (*). 
On aura donc 



MV 



d'où Ton voit que plus u augmentera, plus MV diminuera, 
mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

11 suit de là que plus la courbe. s'éloigne du point O, 
plus elle s'approche des droites OS et OS', sans néanmoins 
pouvoir les rencontrer ] en sorte que ces droites sont les 
limites des parties Klfc, K'I'A', de la courbe proposée, 
qui ne peuvent jamais sortir de l'angle SOS', et de son 
opposé par le sommet. 

119. Dans le cas où m = o, on a simplement 



t = ±\>/p—2. 



nqs\ 



on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme , en faisant 

P 



— s = Uj 



2nq 

et par ce moyen il vient 

t = ±-5- ^QLnqu, ou t=zzh^e'u, 

en représentant \ nq par e' , On voit aisément que cette 
équation donne t= o en même temps que u = o, et que , 
par conséquent, le point du diamètre DE [fig* 48) sur 
lequel on a pris l'origine des u , appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce point , il faut faire « == o dans 

(*) On peut aussi tirer ce développement de la formule du binôme. 
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i'éqaaUon 

u =z — ^- s , 

posée ci-dessus ; on obtient 

et en portant cette quantité sur DE , du côté des abscisses 
positives, on aura le point I, où la courbe proposée ren- 
contre DE. 

Si la quantité e' est positive, on ne pourra prendre u 
que positivement 5 mais rien ne limitera sa grandeur, non 
plus que celle de f , en aorte que la courbe doit s'étendre 
à rinfini de ce côté seulement, ainsi que le marque la 
ligne RIr. Elle serait tournée du côté opposé, si e' était 
négatif 9 parce qu'il faudrait alors prendre u négative- 
ment. 

L'équation 



f :=zll ^ e' U 

se construit en prenant une moyenne proportionnelle 
entre l'abscisse IN = u et une droite égale à e'^ le résul- 
tat est l'ordonnée NM , qu'il faut ici , comme dans les cas 
précédents , porter tant au-dessous de DE qu'au-dessus, 
n faut remarquer que l'équation primitive 

se réduit à 

quand w = o , parce qu'alors la courbe considérée dans 
cet article se change en deux lignes droites, menées pa- 
rallèlement à Taxe des s , à ime dislance - ^p , tant au- 
dessous qu'au-dessus de cet axe. Ces deux lignes se rap- 
prochant de Taxe à mesure que p diminue, se réunissent 
sur cet axe quand p = o , et il devient , dans ce cas , le 
lieu de l'équation proposée. 
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120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros pré- 
cédents, l'équation 

y' -h bory -|- cx"^ -\- dy -{^ ex =z f 
ne peut prendre que Tune de ces trois formes : 

f = ± - sja'^ — lû 1 [ «" ^' -h b'^ u^=: «'» b'\ 

a' 1 ou? en faisant 

«' I les radicaux. 



selon que m est positive, ou négative, ou nulle ^ elles ré- 
pondent au cas où la quantité 4^ — ^*5 q^î revient m. 

(m)î et 4^î est de même signe que 4 AC — B'^ 

est positive, négative, ou nulle-, elles sont comprises aussi 
dans la seule équation 



t z=z db 7 \p — 2 nqs — ///</^ s'^' 

Les courbes représentées par la première , qui rentrent 
sur elles-mêmes , et qui comprennent un espace fermé de 
toutes parts (115), sont désignées sous le nom ai ellipses. 
Celles que donne la seconde , composées de quatre bran- 
ches infinies formant deux parties séparées (117), se nom- 
ment hyperboles ; et les droites entre lesquelles elles sont 
renfermées (118), asymptotes. Enfin la troisième équa- 
tion est celle des paraboles (119). 

Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 

(i) A 7^ -h ^xy -h Ca:' + D j H- Ej; = F, 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux coefii- 
cienls A et C sont nuls 5 car, quoique les transformations 
opérées jusqu'ici deviennent illusoires quand A = o ^ l'é- 
quation contenant a:*, quand C n'est pas nul, peut être 
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résolue par rapport à cette quantité , et les formules des 
numéros précédents servent encore, en y changeant y en 
X ex. X en y^ c'est-à-dire en faisant de Taxe des ordon- 
nées celui des abscisses ; mais le cas où A et C sont nuls 
tous deux échappe entièrement à ces formules , parce que 
l'équation (i), réduite alors à la forme 

B^jr H- Dj 4- Ex = F, 

n'est plus que du premier degré , par rapport à chacune 
des coordonnées x ex. y : il mérite donc un examen à 
part. 

Je mets cette dernière équation sous la forme 

xy -{- dy-\- ex =/, 

ce qui n'en diminue en rien l'étendue; et j'en tire 

/ — ex 
•^ X -^ d ' 

l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. 
Si Ton fait d'abord j' = 0, on trouve 

/ 
e 

Telle est l'abscisse du point E {fig* 49 )? où la courbe 

cherchée coupe l'axe des abscisses AB , et elle passe ensuite 

f 
au-dessous, puisque y devient négatif quand x^ -* 

f 
Quand a: = o, il vient 7= ^v valeur qui indique le 

point F où la courbe rencontre Taxe AC des y. 

En passant dans la partie négative de l'axe des x , l'or- 
donnée y continue à croître , parce que le dénominateur 
x-^-d diminue par la soustraction de a:, et devient o 
lorsque a: = — d^ Dans ce cas , la valeur infinie qu'on 
trouve pour y montre que la courbe ne saurait atteindre 
la droite GS menée sur l'abscisse AG = — d ^ perpendi- 
culairement à l'axe AB. 
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Lorsque .r, continuant à être négatif, l'emporte sur J, 
la valeur de y change de signe, mais en commençant pai* 
être plus grande que telle quantité qu'on voudra 5 on voit:- 
donc par là qu'il y a au-dessous de AB, de l'autre. côtS 
de GS, une branche R'I' semblable à Kl, mais allant e: 
sens inverse , c'est-à-dire se rapprochant de AB à mesun 
que l'abscisse augmente négativement. 

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x aug- 
mente , soit positivement , soit négativement 5 et pour cela 
je divise par x les deux termes de l'expression de y : i 
vient 

X 



d 

I-f- - 

X 



résultat qui tend sans cesse vers y"==- — e, à mesure que 

f fi 
les fractions - et - diminuent ou que x augmente. Tirant 

X X 

donc, à une distance AH = e, au-dessous de AB, HS' 
parallèle à cet axe, on aura une limite de laquelle les 
branches I/: et l'A' s'approcheront sans cesse , et, par con- 
séquent, les parties Kl A et K'I'fe' de la courbe cherchée 
ne sortiront jamais de l'angle SOS' et de son opposé. 

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'analogie 
qu'il y a entre la courbe que je considère maintenant et 
celle qui est nommée hyperbole ^ il serait même facile de 
changer l'équation de celle-ci dans la proposée, en prenant 
pour axe des coordonnées les asymptotes indiquées dans 
le n° 118. Je ne m'arrêterai point à ces détails, devant 
revenir sur ce sujet par une méthode plus générale (129). 
Je me bornerai à montrer que si l'on prend, dans l'exemple 
actuel, des coordonnées partant du point O, où se ren- 
contrent les asymptotes GS et HS', et que l'on fasse 

X = t — dy y ^= u — Cy 
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Téquation proposée devient 

ut =z f -{-dey 

forme sous laquelle on voit bientôt que les deux branches 
sont semblables. 

121. Les dernières équations de la page 174 paraissent 
réduites à la forme la plus simple ; mais les coordonnées 
n'y sont pas perpendiculaires entre elles comme dans les 
équations de la ligne droite et du cercle , dont j'ai fait 
usage jusqu'à présent : cependant la situation des ordon- 
nées est liée à celle des abscisses par la condition que les 
premières sont parallèles à la droite qui louche la courbe 
à l'extrémité de son diamètre. Pour s'en convaincre, il 
suffit d'observer que les points M et M' [fig- 46, 47 
et 48) se confondent en un seul, au point I, circonstance 
qui forme le caractère essentiel des points de contact (107) . 
En effet , la somme des deux ordonnées , ou la distance des 

points M et M', étant exprimée par — j- sla'^ — u^ pour 

Tellipse, par —r v"* — «'* pour l'hyperbole, et enfin 

par 2 \/e' u pour la parabole , devient nulle au point I , 
où l'on a li == a' pour les deux premières courbes , et 1/ =. o 
pour la troisième. 

L'équation des ellipses étant symétrique par rapport 
aux deux indéterminées if et w, de manière que l'expres- 
sion de u en £ a la même forme que celle de f en w , on 
pourrait prendre aussi les t pour abscisses , et les u pour 
ordonnées, et l'on verrait que le diamètre II' [fig» 46) 
est lui-même parallèle à la tangente menée par le point L. 
Les droites II' et LL', jouissant toutes deux des mêmes 
propriétés, se nomment pour cette raison diamètres con- 
jugués, U est évident que dans le cercle , les diamètres 
conjugués doivent être perpendiculaires entre eux , puis- 
que la tangente menée à l'extrémité d'un diamètre quel- 

TRIGONOAVTRIE^ 10® édît. 17. 
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conque lui est perpendiculaire : le nombre des diamètres 
qui jouissent de cette propriété est infini pour le cercle. 
Il n'en est pas de môme pour l'ellipse; mais quoique, 
pour cette courbe, l'analyse précédente n'ait fait découvrir 
que deux diamètres conjugués, se coupant obliquement, 
elle en a néanmoins toujours deux qui se rencontrent à 
jfngle droit , ainsi qu'on le verra plus bas. 

Si l'on rapproche ce que je viens de faire sur l'équa- 
tîon générale du second ordre, de ce qu'on a vu dans les 
n*** 87 et 94, pour la ligne droite et pour le cercle, on 
reconnaîtra que l'équation d'une même ligne prend des 
formes très-différentes , suivant les coordonnées auxquelles 
on la rapporte. Il peut donc être utile de savoir changer 
ces coordonnées , afin de pouvoir passer à celles qui donnent 
po ur la ligne proposée l'équation la plus simple 5 et je vais 
chercher en conséquence les formules générales pour chan- 
ger les coordonnées d'une courbe en d'autres situées d'une 
manière quelconque, tant par rapport aux premières 
qu'entre elles. 

122. Le plus grand changement qu'on puisse apporter 
dans le système des coordonnées , sans cesser de les prendre 
droites et respectivement parallèles à deux lignes fixes , 
consiste à leur donner une nouvelle origine et d'autres 
di^ections. J'embrasserai tout de suite ce cas général, et 
je supposerai qu'on se propose d'exprimer les valeurs des 
coordonnées AP = a:, PM = y [fig- 5o) , relatives aux 
axes AB et AC, par deux autres coordonnées h!"l?^ = '9 
P''M = i/, rapportées aux axes A'^'B'^, A'^'C^ dont on 
connaît la position à l'égard des premiers. 

Ayant mené par la nouvelle origine A'", les droites A*^ B' 
et A'"C', respectivement parallèles à AB et à AC, les dis- 
tances AA' et MA!" seront données par l'hypothèse^ et eu 
les représentant par a et par j3, on aura 

AP= A'P-i- AA' =r A" P' -+-:., 
PM '- V M -}- A' A"' ~ P' M 4- fi . 
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Tirant ensui 10 par le pied de la iioiivelli- ordoiinéo P*'M, 
les lîgnesP'Qel P'R , Tune parallèle à AB cl laulre à AC , 
on observera qae puisque les axes A'"B'' ei A'^C" sont 
donnés de position à Tégard de AB et de AC, on connaît 
tous les angles des triangles A'"P"R , P^MQ , ou, ce qui 
revient au môme, les rapports de leurs côtés homologues : 
faisant donc 

A^R _ ITR _ P^Q _ QM _ 

A-'P*'""'"' A^P'"""' P'M""^'' rM~'^' 

on aura 

A^'R = m.X'^r" = mt, P"R =r n,\''V" ~ ut, 
F'Q = />. P'M =/;w, QM = «7. P"M=:7«, 
d'où Ton tirera 

A**?' =r A'^'R -f- P' Q = mt -f- pu , 

■ 

P'M = P"R -h QM = nt -H qu, 
et enfin 

xz=z KV = A'" P'-h a = /?// 4- /;// -I- a , 
j = PM = FM -h S — «r -f- 7K 4- fl. 

Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées xely faisant entre elles un angle 
quelconque , lorsqu'on les exprime par d'autres coordon- 
nées du. mèihe genre, mais situées comme on voudra. 
Voici maintenant comment on en déduit celles qui con- 
viennent aux différents cas particuliers qui peuvent s(» 
présenter. 

!**• Si l'on supposait les nouvelles coordonnées parai 
lèles aux premières, et qu^on uc fît que changer la posi- 
tion de l'origine, les lignes M"C" et A'^'C se confon- 
draient, ainsi que A'"B'' et A'" B' ^ on aurait, })ni 
conséquent , 

m zrzl. '.' -— • O , ;^ r- r) , 7 . - l , 



l8o THAITÉ ÉLÉMENTAHŒ 

et il eu résulterait 

ce qu'il est facile de voir à priori , puisque alors A'^'P" et 
A^'^P' se confondraient, ainsi que P''M et P'M. 

En égsjiant à zéro ou a ou |3, on conservera dans sa place, 
ou Taxe AC, ou l'axe AB. 

2°. Si l'on ne voulait changer que la direction des axes 
AB -et AC, et qu'on laissât toujours l'origine au point A, 
les lignes A'"B' et A'^'C tombant, dans ce cas , sur AB et 
sur AC , on aurait en même temps 

a = o et P = o , 
ce qui donnerait 

X = mt -^ pu , j z=z nt -i- qu. 

On voit qu'en supposant m=i et n = o , d'où il ré- 
sulterai t. o: = t -\- pu ^ y = qu ^ on ferait coïncider la ligne 
A"' B" avec A"'B', et que, par conséquent, on n'aurait 
changé que la direction de l'ordonnée 5 on prouverait de 
même que x == mt et y = 7it-\- u sont les valeurs de x 
et de j^5 relatives au changement de la direction des ab- 
scisses. 

123. Il faut observer qu'il y a entre les quantités m , n, 
p et q^ qui dépendent de la direction des nouvelles coor- 
données , une relation nécessaire , en sorte qu'on ne peut 
les prendre toutes les quatre arbitrairement; car si, con- 
naissant l'angle des axes primitifs A"'B' et A"'C', on se 
donnait encore les angles B''A^''B' et C"M^'B^\ la position 
des nouveaux axes A''^B'' et A'^'C serait entièrement dé- 
terminée par ces trois angles : aussi, lorsque trois des 
quantités m, n^p cl q sont connues, on construit aisé- 
ment les axes des deux systèmes de coordonnées. 

En effet, soient données m, n et p] on tirera d^abord 
une ligne quelconque, pour représenter Taxe A'^'B', et 
prenant sur celte ligne une grandeur arbitraire A'^'R, on 
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construira un triangle A"^RP'', dont les côtés A'"R, P'^R 
et A^P'' soient entre eux comme les quantités m, « et i ; 
Je côte P^'R sera parallèle à Taxe A'^'C, et le côté A'" F' 
donnera l'axe A'^'B''. 

Considérant ensuite que si l'on prolongeait P'R jus- 
qu'à la rencontre de M"C"^ les triangles A"^RD et V"QM. 
seraient semblables , comme ayant leurs côtés parallèles , 
et qu'on aurait 

a"'r:A^d::p"Q:p"m, ou ::/?:i; 

on voit que A'^'D, étant déterminé par cette proportion , 
suffit pour achever le triangle A'"RD et obtenir l'autre 
axe A!"C. Le rapport des côtés A"'D et DR donnera la 
quantité q. 

Lorsqu'on passera d'un système connu de coordonnées 
à un autre système également connu, les quantités m, 
n^p etç^ calculées suivant leurs définitions , auront entre 
elles la relation dont on vient de parler, mais il suit, de 
ce qui précède, que la position de Torigine étant donnée, 
on ne peut déterminer la direction des nouveaux axes, de 
manière à satisfaire à plus de deux conditions diffé- 
rentes , et que , dans les expressions x = mt-\- pu-i- a^ 
y= nt~i-qu-i- j3, les quantités x et j", t et u ne sauraient 
être les coordonnées d'un même point, relativement à 
deux systèmes de coordonnées droites et parallèles , tant 
que m, n, p et q seront quelconques. Voici un moyen 
très-simple de trouver la relation qui doit exister entre ces 
quantités. 

Si l'on mène par le point M , les droites MG et MA , 
respectivement perpendiculaires sur A^'^B' et A'^'IV, et 
qu'on suppose connus les angles MP'B' == C'A'''B' et 
MP''B';=C"A'"B'', on aura le rapport de P'M à P'G, 
et celui de P"M à P'^H. Nommant g le premier et a le 
second, il en résultera 

P'G = P'M X g ot P'' H = V' M X /' ; 
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tirant ensuite A'" M, et représentant A'''P' el P'M par 
x' et j'y les triangles obliquangles A'T'M et A'''P"M 
donneront 



A'"M = A'^P' -i- FM 4- 2 A'^P' X P'G = ^" 4- f 4- 2^x'y, 



A'^M = A'^P" 4- P"M 4- 2 A^'P' X P"H = t' ^ u' ^ ihtu. 



En égalant ces deux expressions de A''' M, il viendra 

^" 4- y 4- 2 g-x' j' = ^'4-tt^4- ^htu\ 

mettant pour x' ety' leurs valeurs mt -h pu et nt-{-f]u^ 
on aura 

4- 2 [/w/? 4- «7 4- g' («/? 4- mq )] m = ^* 4- m* 4- 2 A/a. 

Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la posi- 
tion du point M, il faut qu'elle se vérifie toujours indé- 
pendamment de t et de u , condition qui donne les trois 
équations 

m- 4-/2*4- 2gmn = i, p^ -h q^ -h ^gpq = i, 
mp -h nq -h g{np '^ mq )== h. 

li^n chassant g des deux premières , le résultat 

(/w' -h n^)pq — (p^ -h q^)mn =^pq — mn 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
quantités m, n^ p eiq, 

124. On suppose, le plus souvent, que les nouvelles 
coordonnées zi et ^ se rencontrent à angle droit, ainsi que 
les premières *, dans ce cas , les équations ci-dessus se sim- 
plifient beaucoup. Les angles MP'B' et MP"B^^ devenant 
droits , P'G ou gy\ et P^'H o\x.hu s'évanouissent , en sorte 
qu'on a seulement 

m' 4- fi^ = ly 

jpp ~i^ nq :z.z o\ 
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tVoù Ton tire 

/;/' = I — /<', p^ = i — <7', 

/;«'/>' zz: I — n^ — 7' -f- w'iy^ ; 

et 5 à cause de mp = — //^y, il vient 

Comparant ce résultat avec l'équation m' -f- n^ = i , on 
trouve çf = m 5 ce qui donne p = —t n : on a donc enfin 

en observant que les quantités m et w dépendent l'une de 
l'autre, en vertu de l'équation m' -H n* =: i . 

L^ fis* ^'5 construite pour ce cas particulier, fait 
voir que m est le cosinus de l'angle B''A"'B', que n en est 
le sinus , et qu'on a 

A"P' = A'"R — P"Q = mt—nu, 
P'M == P"R -h QM = fU 4- rnuy 

comme je viens de le trouver (*). 

(*) Rien ne serait plus aisé que de changer, non-seulement ici, mais 
encore dans tout ce qui précède, les dénominations des lettres niy n, p 
et q, en sinus ou cosinus des angles compris entre les axes des coordon- 
nées , et Ton aurait alors les formules rapportées dans plusieurs ouvrages , 
qu*on a publiés après les premières éditions de celui-ci; mais la notation que 
j'ai adoptée abrège les expressions ^ et conserve mieux Télégance analyti- 
que. C'est sans doute par cette raison que Lagrangc et Monge ont généra- 
lement préféré, dans les transformations des coordonnées que renferment 
leurs écrits, de simples dénominations littérales, aux lignes trigonomc- 
triques, que d'ailleurs Euler avait introduites dans ces calculs, dès 17/18. 

La position respective des quatre axes qui se coupent au point A"', étant 
déterminée par trois des angles qu'ils font deux à deux , on peut choibir 
de plusieurs manières les données de la question : la suivante me parait 
assez simple. 

Je pose (^.5o) 

B''A'"B' = 9, CA'^G'^^, C'A'"B'=a>, 
d'où 

B"A'"C'=w~p, C"A^'B' = oi-^; 

puis faisant altenliou qu'en vertu du parallélisme des droUos r'R, Q1V1 
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Pour changer à la fois , dans ce cas , l'origine des coor- 
données et la direction de leurs axes, il faudra donc 

et A'"C', P"M et A'^'C", P^Q et A'"B', les angles A^'R?" et P^QM sont sup — 
pléments de C'A'''B', les angles A^'P^'R et B"A'"C', MP"Q et C'A'^B'', 
P"MQ et Ç,"hr'Q/ sont égaux, j'aurai , d'après le n» 122, 

^ A^^^R _ sînB^^A^^X^ _ sin(6) — y) 
'" - A'" P" "~ sin C A'" B' ~ sin w ' 

_ P^^R •_ sinB^^A^^^B^ _ sinj? 
" "" AT P" — biu C A" B' ~" sin w ' 

_ P^Q _ 8inC^^A^X^ _ sin^ 
^~ P"]VÏ ~ 8inC'A"'B' ~ sinw! 

_ QM _ sinC^A^^B^ _ sin(6)>-^) 
^"" P"]VÏ T sinC'A'"B' "~ sine» 
Il résultç de là que 

A"'P' = x'=îi^(^L=l£l. + !!^„, 

sin 6i sin (a 

_,__ , sinp sin(w — é) 

smc>) sincv 

11 n'est plus besoin de considérer aucune équation de condition, puis- 
qu'il n'y a dans le calcul que les quantités nécessaires à la détermination 
des systèmes des coordonnées. D'ailleurs ces équations de condition sont 
implicitement comprises dans les désignations de sinus et de cosinus , 
puisque sin a* -h cos a' = i . 

Si Ton suppose que l'angle C'A^'B' des axes primitifs soit droit, on 
aura sin 6) = i, et il viendra seulement 

x' =:t cos p H- « sin ^, 
y = t sin 5? -h w cos ^. 

Il est visible que l'angle C'^A'^'B" des axes des nouvelles coordonnées est 
exprimé en général par (u .— ( ? + ^ ) ; s'il devait être droit en même temps 
que celui des axes primitifs , on aurait 

iq — j, — ^ = iî; d'où ^ = — y, 

sin^ = — sinç>, cos ^ = cos ç? (23), 

et , par conséquent , 

x' =zt cos p — u siq 9? , 

y z=zt sin y -H B cos ç? , 

ainsi qu'on le déduirait immédiatement de la fg. 5i, où l'axe A'^C 
tombe de l'autre côté de l'axe A'"C', par rapport à l'axe A'^B', circon- 
stance exprimée par le changement de signe de l'angle ^. 
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cc foD ne pooira dispcks^r alor» eue de trvM5 qumtito « 
stToir : s. ^ et Viuie des quantirés m« •:. 

iS. Je Tiis exposer mainteiunt les simplîâcatici.» 
qn'oD peut apporter à réqnAtion gêDêrale 

(i) Ajr=T-Bjr. -ï-Cx=-i- D* — Er = F. 

pv le moren de la traDsformation des coordonnées « en 
œ cessant pas de les prendre perpendiculairvs ontiv elles. 
Si Ton fait 

X =r mt — /iif -T- 2 , V = 'it -^ mu -*- r , 

le résultat de la substitution de ces valeurs dau$ Tê^pia- 
lion (i) sera encore une équation complète du 5iH\nul d<^ 
gré, en If et f; mais comme on y aura intnxluit tn>is 
quantités arbitraires , on pourra s'imposer autant de (XMi- 
ditîons qui simplifient ce résultat « égaler, par exemple . 
à zéro les coefficients des quantités ut , t et u , alin 
faire disparaître les termes qui en sont adectés : on ol 
tiendra alors une équation de la forme 

semblable aux deux premières du n** i20. Cette forme 
est remarquable, i** en ce que les deux valeurs de f étant 
égales et de signes différents^ il s'ensuit que Taxe des 
nouvelles abscisses u est un diamètre (Hl); a*^ en ce 
que chaque valeur de m, prise positivement et négative- 
ment, donnant les mêmes valeurs pour /, il en ivsulle 
que Forigine des m, placée sur le milieu du diamètre, est 
le centre de la courbe (H4). 

Le calcul devient plus simple lorsqu'au lieu (relier- 
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luer en même temps , par les expressions ci-dessus , les 
changements d'origine et de direction des coordonnées, 
on transporte d'abord les axes parallèlement à eux-mê- 
mes. Si , pour cela , on prend 

Téquation (i) deviendra 

I Ay » -+- BxY -f- Gr" 

(2) } -i-(2Ap-+-Bfl-f-D)/-h(2Ca-4-Bp-i-E) x' 
( 4-Ap'4-Bap +Ca»-hDp4-Ea=:F. 

Les quantités a et |3 étant toutes deux arbitraires, on 
peut en disposer pour faire disparaître les termes aficc- 
tés de xf et de y\ en posant les équations 

(a) 2 Ap 4- Ba -f-D = o, 2 Ca -4- Bf -h E = o, 

desquelles on tire 

__ BD — 2 AE BE~-2CD 

''"~4AG — B''' P— 4AC — B'* 

Il ne reste plus après cela , dans Inéquation (2), que les 
termes affectés de y'*, x^j'^ ^'î et des termes indépen- 
dants des coordonnées a/ et y' ; ces derniers se réduisent, 
à Taide des équations (a). En efïet, multipliant la pre- 
mière de celles-ci par j3 , la seconde par a , et retran- 
chant leur somme de l'équation (2) après y avoir sup- 
primé les termes qui doivent s'évanouir, il viendra 

(3) A/> 4- BxY -h Cor'^ — A P' — Bap ~ Ca' = F. 

Je place à présent les axes des coordonnées dans une 
nouvelle direction , maïs toujours à angle droit , en pre- 
nant (numéro précédent) 

x' = mt — nu y y' "=■ ni 4- nui ; 

et ces valeurs étant substiluces dans l'équalion (3), la 
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changent eu 

[2(A— C)/w/î-f-B(iw'— n'')]ut 



Les deux quantités m et fi ne devant satisfaire qu'à l'é- 
quation iw' -H w' = I , il en reste une à déterminer, et j'en 
dispose pour ôter le produit ut^ en galant à zéro son 
coefficient , ce qui fournit l'équation 

2(A — C)m/ï4-B(w' — /i')i=o. 

Faisant ensuite , pour abréger, 

A 72' -h B w/i 4- C//i' == A' , 
A/w» ^ B//17H- C«' = C , 

A p* -h B ap + Ctx' -h F = F' , 

l'équation (4) devient 

A'f^-4-C'«^ = F', 

et prend ainsi la forme demandée, en supposant toutefois 
qu\>a puisse trouver des valeurs réelles pour m et n , qui 
sont données par des équations du second degré. 

i26. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 

équations 

2 ( A — C) m/i 4- B(w' — /i') = o, 



La première donne 

2(C — A) ' 

et si Ton fait — tt; rx = 7i qu'on élève au carré la va- 

2(C — A) " ^ 

leur de mn^ qu'on eu chasse rr^ au moyen de l'équation 
w* -f- /i' = I , il viendra 



7 

w^ — rf -— f 



\'r 
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d'où Ton tirera 



m' 



1 -4- k / L V — . JL -I 



puis 



2 \/i-f-47' 

Mettant au lieu de y la quantité qu'il représente, et 
substituant les valeurs de m' et de n^ dans l'expression 
de mn , on trouvera , en n'ayant égard qu'aux signes 
supérieurs des radicaux , 

C — A 



m' 



n' 



mn 



-r , -, 


-A)-'+B»' 


c 


— A 


' .v^ 


-A)^-+-B"^ 




B 



2V^(C — A)^-+-B' 

Les valeurs de m et de n^ tirées de celles de m* et 
de n', seront affectées des signes ± 5 mais on voit, par 
l'expression de mn , que ces signes doivent être choisis 
de manière que le produit mn soit de même signe 
que B (*). 



( * ) Si , comme il est indiqué dans la note , page 1 83, on fait B" A*" B' = ç? , 
on aura 

m = cos ^ , n = sin ç> , 
d'où 

mn = sin 9 cos Ç7 = -^ sin 2 ç; (tl)i 

m* — n* = cos f* — sin f ' = cos 2 ç? , 
et y par conséquent, 

— sin 2 © • ^ 

2^1 mn n 

formule qui donne tout de suite l'angle que fait Taxe des / avec celui 
des X. 
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En substituant les valeurs de m*, /i* et mn dans les 
expressions de A' et de G', et en réunissant les termes 
qui ont le même dénominateur, on verra , avec un peu 
d'attention, que leur numérateur sera divisible par 
v/(C — A)«-f-B% et que 

A' = |(C-f-A)4-iv/(C — A)^H-B', 
C = I (C -f- A) — 1 y/(C — A)'-f-B^ 

L'examen de ces expressions conduit aux cûnséqueuces 
suivantes : 

1°. Les quantités A' et C sont toujours réelles. 

2?, Si A et C ont le même signe , qu'on peut alors sup- 
poser -f- , en changeant, s'il le faut, celui de tous les 
termes de l'équation (i) (12S)j A' sera toujours positif , 
et C le sera seulement quand 

. C 4- A > v/(C-A)»4-BS 

condition qui revient à 

(C-hA)'>(C-A)'-hB% 
ou à 

2AC>— 2AC-4-B% 

ou à 

4AC>BS 

<;t de laquelle il résulte que 4 AC — B* est une quantité 
3)Ositive. 

3*^. Si A et C sont de signes différents , ou que 5 A étant 
3)Ositif ou rendu tel , C soit négatif, il viendra 

A'=:i(A-C)-f-|v^(C-f-A)»4-BS 
C = H A - C) - i- V'(C+Â)M=B^; 

alors A' sera positif et C négatif^ mais à cause du signe — 
dont est affecté 4A.C, la quantité 4A.C — B* est néga- 
tive. 

Il suit de là que le signe de C dépend de celui de la 
quantité 4 AC—B«. 
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4*^. Enfin si 4 AC = B*, il viendra C' = o, circon- 
stance remarquable, non-seulement parce qu^elle réduit à 
A'ï* = F' la transformée A' t^ -j- C a* = F', mais encore 
parce qu'elle rend infinies les expressions de a et de |3 
(page 186) : on ne peut donc, dans ces cas, faire dispa- 
raître à la fois les termes affectés de j' et de rc', dans 
l'équation (2). 

127. Pour parer à cet inconvénient, je ferai immé- 
diatement dans réquation (i), 

x = mt — nu , V r=: /îf 4- mu , 
ce qui donnera 

[An* -h Bntn ^C/w']/^ 
-f-[2(A — C)/7iw -i-B(/w' — «*)]«^ 

•^{Dn -H E/w)/H-(Dwî — E/ï)« = F; 

et je poserai encore Téqualion 

2(A--C)/w/i-hB(/w2 — /2') = 0, 

pour faire disparaître le produit ut : les valeurs de m et 
de 7ï, ainsi que cellçs des coefficients de «' et de m', seront 
donc les mêmes que dans le numéro précédent , et la trans- 
formée deviendra 

(6) A'r' 4-C'w'H-(D«-hEm)r-l-(D/w — E«)a=:F. 

Pour achever de la simplifier, il reste à changer l'ori- 
gine des coordonnées, en faisant 

r = ^ -h a' , w = w' 4- p' , 

et Ton obtiendra 

AV 4- C'fi'2 -f- (2 A'a' -f- D/i -h E/7i) ^' 
-4-(2C'P'H-D/« — E/i)w' 

-h A'a'2 ■+- Cp •+- (Dn 4- E w) af -h (Dm — E/?) P' =r F. 

Il est encore évident, sous cetteforme* que le terme 

aflccté de u' ne peut disparaître quand C/ =^ o , car 
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%' 

Véqualioii 

aCp'H-D/M — E« — o, 

ffOLiX faudrait poser dans ce cas, donnerait |3' înGni : ji^ 
disposerai donc des deux quantités arbitraires a' et [^\ 
pmr 6ter le terme affecté de t' et ceux qui sont indé- 
pendants des coordonnées u' et t'j ce qui entraine les 
équations 

2 A' a' 4- D/ï -f- E/« =0, 

AV» -hCp'»-|- (D/i -h E/w)a'-|- (D/71 — E/î) p' — F = o. 
Faisant ensuite, pour abréger, 

2 C 8' + D/w — E // = — E' , 
j'aurai Féquation 

A'r'»-4-C'i«'' — E'«' = o. 

Pour reconnaître tous les cas embrassés par cette trans- 
formation, il faudrait chercher quand a ct|3' peuvent 
ôlre déterminés par les deux premières équations posées 
ci-dessus; mais il suffit, à l'objet présent, de considérer 
le seul cas où C = o (*) , ce qui réduit la seconde do 
ces mêmes équations à 

A' a'' ■+- (Du -4- E/w) a' 4- (Dm — E/j) p' — F = o, 

et la transformée en «' et ix' à 

On simplifie encore la deuxième équation entre a' et fj\ 

(•) Tous les antres étant compris dans Téquation 
qu'on change aisément en 

en faisant u= »' rfr i/~ et E' = 3^2 V^CMF'. 

On pourrait aussi commencer par la dernière transformée, en pnp<;ini 
«lu n» 184 au n« 127. 
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en la retranchant de la première multipliée par a', c 
observant que l'hypothèse C = o donne 

D/w — E/i = ^E': 
alors on a 

, ,. (2 A' a' 4- D/î H- E//1 == o, 

^ I A'a'^ 4- E' p' 4- F =0. 

Enfin l'hypothèse C'= o, qui répond à 4 AC = B*, < 
établie dans les résultats du numéro précédent , 
change en 

A /ÂC 



/2 ^= zz : ? mn 



C -f- A C 4- A 

Lorsque Dm — Kn = o , on a E'= o , et les équations 
ne renfermant plus que l'inconnue a', peuvent ne 
s'accorder; mais par cette hypothèse, et en y fa: 
C = o, l'équation (6), page igo, prend la forme 

A'f^4-D'r=F, 

et ne contient plus que la coordonnée t, 

128. Tous les cas de l'équation générale 

Af 4- Bxx 4- Cj:' •+- Dj 4- E jc = F 

sont donc compris dans les trois transformées 

À'r^4-C'tt-^=F', 

A'r'^=E'tt', 

A'/=4-D'^=:F, 

les deux dernières répondant au seul cas où 4 AC = E 
la première à tous les autres. 

Les trois formes indiquées dans le n° 120 se retrou 
dans les deux premières équations ci-dessus, avec la s 
différence que les coordonnées sont maintenant perpc 
culaires entre elles ] et , pour celte raison , on appelle « 
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lesL diamètres auxquels sont alors rapportées les courbes 
que représentent ces équations , dont je vais rappeler les 
droonstances principales. 

i^ Si les quantités A' et C sont toutes deux positives, 
ce qtn répond aux cas de Féquation générale , dans les- 
quels ^ AC — B* a le signe -H , la transformée 



donnant 






appartient à une ellipse (120). 

On en trouve les demi-axes 01 et OL (Jig* Sa) en 
chercliant la valeur de u lorsque t = o , et celle de t lors- 
que u = o : on obtient ainsi 



01 



= \/i' ^^ = \/?' 



^i représentant ces lignes par a et 2», on en conclut 

F' F' 

-, = a\ d'où C' = -, 

F' F' 



ttH- — = 1, d*oà / = ±-V«' — '*'' 
o^ a^ a 



ï'ésultat qui est semblable à celui du n° 115, et qui se con- 
struit de même. 

Le cas actuel comprend aussi l'équation du cercle, qui 
se présente quand C :^ A', puisque alors la transformée 
devient 

F' 

A'(^'+ «')=F', ou ^^H-M^'zrtp, 

A. 

et que les coordonnées sont à angle droit. 
L'équation A't* -f- C'w' = F' devient absurde quand , 

TRIGOWOMÉTRIF. , lO'' édl't. l3 
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A' et C demeurant positifs , F' est négative ; mais elle peii. i 
se vérifier en faisant f = o , m = o , lorsque F' = o , et ne 
représente alors que le point où est l'origine des coordori.- 
nées : c'est l'ellîpse réduite à son centre (H6). En mettant 
dans la valeur de F^ (page 187) celles de a et de j3, on 
exprimera sans peine , par les coefficients de l'équation (i ) , 
la condition qu'elle doit remplir pour signifier quelque 
chose. 

2*^. Si A' et C sont de signes diflerents, ce qui répond 
au cas où 4 AC — B' a le signe — , l'équation en t et u 
prend nécessairement une de ces formes : 

A'f'— C'a^ = — F'; 

et, si l'on met pour A' et C leurs valeurs en a et i, jl 
vient , après les réductions , 

^--=,, d'où r = ±-v/«' + «', 

b^ a^ ' a^ 

Ces deux équations appartiennent à des hyperboles (120) \ 
mais la première est traversée par l'axe des t^ et non par 
celui des m, parce qu'on ne peut y faire ? = o : le con- 
traire a lieu pour la seconde. 

Il faut remarquer que, quoique la valeur. f=: v^ — i*, 
qui répond à m = o dans la seconde, soit imaginaire, on 
ne laisse pas d'élever au centre O (^g:- 53) une perpen- 
diculaire 0L = v/i* = i, et que, par analogie avec l'el- 
lipse, on appelle second axe la ligne LU double de OL ; 
mais on en distingue, par le nom d'aa:e transverse y la 
ligne II' qui rencontre la courbe , ce que ne saurait faire 
la ligne hU. 

Lorsque C'= A', les axes deviennent égaux , et l'hyper- 
bole est éqidlatère. 
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ot TisiMe que. quand F = o . les équations; do THy- 
^ ^f poMe se rednisent à 

A /- — c «- = o , • -u f = m « 4 / — , , 

>n I ^"*'*P'«>cnlent plus que deux IÎ£:nes dit)îtes (118). 
Lç.} J 3*- Quand on a 4 AC = R*, la transformée éiani 



'■^ 






AV= = E'«\ ou r=zh %/-,«'. 

appartient à une* parabole qui reucoutit? son axe IR 
{fis* ^4) ^ Torigine des coordonnées t' et fi'. 

Qiund E' = o et que les équations (n') (page 19a) 
saccordent, il vient A'f'^ = o. résultat qui^ donnant 
deux fois t' = o , indique Taxe IB , sur lequel les bran- 
ches de la parabole tendent à se réunir lorsque E' dimi- 
nue. 
La dernière transformée 

A'r»-hD'r=F, 

ne donnant aussi pour t que deux valeurs (létermînétvs , 
indique deux droites parallèles à Taxe des u. 

Enfin, il est à propos de remarquer ([U(* rtMiuation 

A't'' -f- C'a" — E'w' = o (127) 

est commune à l'ellipse, à l'hyperbole et à la parabole : 
on a la première de ces courbes quand A' et (V sont de 
même signe, la seconde lorsqu'ils sont de signes difVé^ 
rents, et la troisième lorsque C = o. 

Le point sur lequel se trouve Torigine des cooixJonnées 
étant placé à Tune des extrémités de Taxe se nomme le 
sommet. Dans l'ellipse et dans Tliypcrbole , il y a deux 
sommets marqués I et I' {fig* 52 et 53) ; la parabole; n'eu 
ayant qu'un seul [fig- 54) n'a point de centre, et c'e»t 
pour cela que son équation ne saurait prendre la ioriiir 



I i. 
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129. Après avoir reconnu , par les formules des numé- 
ros précédents , à quelle espèce de lignes se rapporte tel 
cas particulier qu'on voudra de Féquatîon générale, on a 
encore besoin, pour tracer cette ligne, d'établir les axes 
des coordonnées de la transformée , par rapport aux axes 
primitifs, et de construire les quantités A', C\ F' ou E'; 
c'est h quoi le lecteur, tant soit peu habitué à particula- 
riser des formules générales , ne saurait éprouver de dif- 
ficultés : aussi , je ne pense pas qu'il soit nécessaire, pour 
des opérations qui ne sont point de celles qu'on pratique 
souvent , d'entrer dans une énumération de règles presque 
toujours effacées de la mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir 
besoin ; et l'exemple suivant , quoique très-simple , suffi ra, 
d^ailleurs, pour en montrer l'utilité. 

Soit l'équation 

.r/- -H D j -h E Jr = F ; 

en la comparant à Téquation (i) , on en conclura 

A^o, B=:i, C=:o, 
4AC = o, B»=:i; 

et> puisque 4 AC n'est pas égal à B', c'est à la trans- 
formée 

que se rapporte le cas que Ton considère. On trouve en- 
suite (pages 186 et 187) 

a = — D, ? = — E, r=rF-i-DE, 

puis (page 189) 

A — 7, \a — ,, 

et y par conséquent^ 

^f^ — ja» = F-f-DE, Ott t»— a^=3(F-+-DE): 

la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les deux 

demi-axes s<int égaux à va(l* -^ t)V) - et traversée par 
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cdui des t (138J. En remontant aux transformations opé- 
rées par les valeurs 

x^ = mt — nu, y^rne-^m/ty 

on Yoit d'abord que l'origine des / et des u répond au point 
où JTrrra, y = (3 : prenant donc {/ig* 55) les distances 
JiA! = — D, AA' == — E , le point A"'' sera cette origine, 
dalculant ensuite la valeur de m , ou du cosinus de Tangle 
cjue forme l'axe des t avec celui des x, on trouvera le 

iiombi'e "y=? qui répond à o^,5, et faisant l'angle B"A"^A" 

«gai à 0^,5, puis menant K'"Q!' perpendiculairement à 
A'W^ on aura les axes des t et des u ; prenant enfin A"'I 

et A'^T H- ^2 (F -h DE) , on déterminera les sommets I 
et I' de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation pro- 
posée. 

La même marche conduira toujours au résultat, pour 
cpielque exemple que ce soit; et j^ai choisi le précédent, 
déjà traité dans le u^ 1 20 , afin de prouver que la courbe 
indiquée dans ce numéro, par les asymptotes, est une 
hyperbole, et d'en trouver les axes (*). 

Souvent aussi on cherche quelle est là courbe douée 
d'une propriété particulière , qu'on ignore appartenir à 
une courbe déjà connue; mais alors l'équation relative à 
cette propriété rentre dans quelques-unes des équations 



{*) On pourrait déduire immédiatement de réquatioii générale des 
lignes da second ordre, l'équation de Thyporbole, par rapport à ses 
asymptotes, en transformant les coordonnées rectangles en d'autres dont 
l'angle soit indéterminé. On introduirait alors quatre quantités arbi- 
l^ii%s( 125) dont on disposerait pour faire disparaître les termes ufTectéR 
de t', h', f et u , ce qui réduirait Téquation générale du deuxième degré à 
U forme B' ur =1 F'; mais on trouverait que les quantités m et n n'ont des 
▼•leurs réelles que dans le cas où /| AC — B' a le signe -— , c'est-à-dire 
pour l'hyperbole seulement. 
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qui ont été discutées : c'est ce que montreront les ques- 
tions suivantes. 

130. Trouver V équation d*une courbe telle, que si 
l'on mène de chacun de ses points M (fig. Sa) , û deux 
points fixes y F et¥\ les droites MF et MF', la somme 
de ces lignes soit égale à une ligne donnée. 

Si l'on représente par 2 a la ligne donnée , par 2 c la 
distance FF' des points fixes, en prenant pour origine 
des coordonnées le point O, miJieu de FF', en sorte que 
OF = OF' = c , et faisant OP = j:, PM = ;^, on trou- 
vera 

Les triangles PMF, PMF', rectangles en P, dounant 



MF = \/fP V Pm', MF' = V^F'pV Pm' 
on obtiendra 

MF = sj^c-xY-^f, MF' = ^{c.-\-xY -f-r»; 
mais par l'énoncé on a , sur toute la courbe cherchée, 

MF + MF' == 2 « : 

si donc on pose MF = «z , il viendra MF' = 2 a — z , 
et par conséquent 

En élevant au carré, pour faire disparaître les radicaux ^ 
il en résultera 

Z' = c' 7.CX -^ X"^ ■+" ^' > 

4 a' — 4 ^^ 4- ** == c' 4- 2 CJ7 -h a:' -+- j^' ; 

retranchant la seconde de ces équations de la première t, 
il restera 

— ^0} -\- ^az:=: — ^cx ^ 
d'où 

rt'^ — ex 

mm ^^m^ • 

*j —— — — — ^— . 

a 
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substituant enfin cette valeur de z dans la première ex- 
pression de ^*, on parviendra à l'équation cherchée, 
qui sera , après les réductions , 

Cette équation, n'étant que du second degré, montre 
que la courbe cherchée ne peut être que Tune de celles 
qui ont été discutées précédemment ; et pour reconnaître 
à quelle espèce elle appartient, je donne à son équation 
la forme 

En la comparant alors avec A't* -h C u* = F' , après 
avoir écrit dans cette dernière y el x pour t et u, on 
aura 

A' =a\ C = ûr' — c\ F' = û* — a^c" = a»(a> — c'), 

d'où l'on conclura qu'elle est celle d'une ellipse, puis- 
que, c étant moindre que a, les quantités A', C, F' sont 
essentiellement positives (128). En posant, pour abréger, 
a* — c* = i*, il viendra 

d'où Ton tirera 

y = do. — si à* — x^. 

Les demi-axes 01 et OL de cette ellipse sont respecti- 
vement a et i ; et comme i' = û' — c', on tire de là 



c» = a^ — b\ c=:\Ja^ — b\ 

ce qui fait voir que lorsqu'on ne connaît que les axes 
II' et LL' d'une ellipse, on peut trouver, sur le plus 
grand des deux , les points F et F' pour lesquels 
MF -h MF^=. II', en décrivant du point L, comme 
centre, et d'un rayon égal à la moitié du grand axe II', 
un arc de cercle, car, aux intersections F et F' de cet arc 
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kI^ wrvk Ji**c Taxe 11 . on ai 



Or = Or=\ FL — OL=% «»— *^- 

l.Vttottct' du prolAènie vjue je viens de nésoodre oflre 
iw'^K' a:»e pcv(>4:tete coomiaxte à toabs les dlipscs, saTmr : 
^p*f «.^ j£vVf»7<tf Àrï -''î^e>' MF tft MF - éfm'on nomme 
nxvMJi^ ^^^ar<* wftf't.^îf* rfir Tcctzs fixes F et F', pris 
>air Jif i^xncwc xjKV * ^ ^a V^ wcr-TeCe foyers . «*f toujours 

l?l C<fCî.' vcvccTcoe 3,-a3«s ix 3n^y«9L très^-âmple de 
r.vit^^c xx:jL:r: >i ïvcrts rx\:ir ^'jjmfn i» «dUpscs, 
/<Jt «ik^mf i^f V^> ittvîrr^ £xx 3ii:frn;3BeBC ceotiim. En 
^^JStrc . $r itj: ^rcr.T: F . -.vataK «acrrî . et if «ii ravon 

orc «T 0!f.*\-?i: . î< ^jx iîTîStj j; ^cîîijiac w mr eenfinp le point 
V H ^ ^^or ^vft it £ rii'-rntof F M iatrt le premier 
;^>«v« ^"V ^x ''tw vl . ^a «cr--»^ tb: secumi onde, il 
oArçvriL V ^r^n^w ,^ itfuA ^ijn2t >L -îc ît . ^gm appur- 

JiJ^ivs . AT AMj'*t ,M i;> mi?r»atc trbc hx. u t ilc , Elm de 
U n-.ïï»i ÏV.-V.VV»- ;i ^-^uj^i*: T'en: srcnmï-î £jacBBtpfais 

■« <'^'!**i»»v ."lurs^ *v^i ^*î^ vr*" OTtousî iOL ^ zisw par 
m m:>»*v.'.nvMx ^v^nîmi n trvan: dc*. ivnxi2& P «£ F les 
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b , 

L'équation y =.±~ \ a} — x* fournit une construc- 
tion par points , très-commode dans la pratique. Ayant 
décrit du centre O de FelUpse demandée (Jig- 56) deux 
deûiii-cercles , l'un sur le grand axe et Tautre sur le petit, 
pris pour diamètre , et mené un grand nombre de rayons 
ON, ON', etc., on abaissera sur l'axe II' les perpendi- 
culaires PN, P'N' etc., et l'on mènera par les points 
R, R', etc., où les rayons ON, ON', etc., rencontrent 
le plus petit des deux cercles, les droites RM, R'M', etc., 
parallèles à II' 5 les points M, M', etc., que ces parallèles 
détermineront sur les perpendiculaires PN, P'N', etc., 
appartiendront à T ellipse cherchée. Par l'opération que 
je viens d'indiquer, on n'obtient que la moitié de cette 
courbe ; mais on l'aura tout entière en répétant la con- 
struction au-dessous de l'axe II'. 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction , il 
suffit d'observer qu'en vertu du parallélisme des droites 
RM et II', on a 

ON : OR : : pn : pm ; 

car, en faisant ON = a, OR = i, OP = a:, il en ré- 
sultera 



d'où 



PN =r V ON — OP' = >Ja^ — a:% 

a :b :: >/a' — X' : pm, 



PM=: -y/a» — j:'=j(*). 



(*) Cette construction donne aux valeurs de x et de / une forme remar- 
quable. Si Ton désigne par <j> l'angle NOP, il vient OP = aco89; et 
comme PM est égale à la perpendiculaire qu'on abaisserait du point R 
sur OP, il en résulte que PM = & sin ç? : on a donc 

X =1: fl cos ç> , y = b sin cp . 

x' ^' 
Ces valeurs étant substituées dans réquation de l'ellipse T ~^ m ^ *' ^* 
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13^2. Je modifierai dans cet article le problème que j'ai 
résolu dans le numéro précédent, et je demanderai 
qu'on ait MF' — MF = IF = 2a (fig. 53) au lieu de 
MF -f- MF' =2^5 c'est-à-dire que la différence des 
rayons vecteurs soit constante. En gardant d^ailleurs les 
dénominations de Tarticle cité, on aura 



MF = V^FpV Pm'= 3 = s/{c — a:)'-h JS 

MF'= VFpVpm'= 2a+zr=: V^(c-ha;}'^-h/% 
d'où Ton tirera 

^2 ri: c' — '2CJ? -+- x' H- y% 
4^^ -f- ^az 4- a^ = c' -h 7,cx H- j:' 4- y' ; 

retranchant la première de ces équations de la seconde, 
on obtiendra 



^a} -^ ^az = ^cxj d'où 2 = 



ex fl* 



a 



Avec cette valeur de >z , on parviendra à une équation qui , 
par le développement, se réduit à 

Dans le cas actuel , où c ^ a , ilfaut prendre i' = c* — a* , 
ce qui donne 

équation appartenant à l'hyperbole : cette courbe jouit 
donc de la propriété, que la différence de ses rctfons 
vecteurs MF et MF' est égale à Vaxe transverse IF, 
sur lequel se trouvent les foyers F et F'. 

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n^avait, à 
proprement parler, qu'un axe (128), mais que, pour 



vérifieront indépendamment de l'angle ç?. Ceci est le cas le plus simple 
d!une transformation par laquelle M. Ivory a beaucoup facilité la solution 
d'un problème relatif à l'attraction de^ sphéroïdes. 
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conserver Tanalogie, on concevait un second axe UL 
mené par le point O, perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe, et 

l'équation 6* = c* — û*, donnant c = \ja} -h i', fait voir 
que pour trouver les foyers F et F', il faut prendre les 
distances OF et OF' égales à l'hypoténuse du triangle 
rectangle construit sur les deux demi-axes OI et OL. 

133. La propriété dont jouissent les foyers F et F' 
peut servir à la construction de l'hyperbole par points. 
Pour cela , du point F, comme centre , et d'un rayon FM , 
qui ne soit pas moindre que IF, mais d'ailleurs quel- 
conque, on .décrira un arc de cercle, puis on prendra un 
rayon F' M plus grand ou moindre que le premier, d'une 
quantité égale à II', et le cercle décrit sur ce dernier, du 
point F' comme centre, coupera le premier dans deux 
points M et M' appartenant à Thyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole par 
un mouvement continu , on assujettit une règle à tourner 
autour du point F'; on fixe à l'extrémité R de cette règle 
et au point F, un fil dont la longueur soit moindre que 
F'R, de la quantité II' 5 on fait ensuite tourner la règle 
en appuyant contre elle, avec un style M, le fil RMF, 
de manière qu'il demeure toujours tendu : le style M 
trace ainsi un arc de courbe qui appartient à l'hyperbole 
dont l'axe est II' et dont les foyers sont F et F'. 

134. Je me proposerai encore de tromper V équation 
d^une courbe telle y que chacun de ses points soit autant 
éloigné de la droite AC, donnée de position (fig. 54) , que 
d^un point fixe F, également donné de position. 

Si l'on prend sur la droite AB, menée par le point P\ 
perpendiculairement à AC , un point I situé au milieu 
de la distance AF, ce point appartiendra nécessairement 
à la courbe cherchée, puisqu'il sera autant éloigné de la 
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(Iroîte AC que du point E. Faisant 

IF = AI = c', lP = x, PM=:j, 

ou aura , pour un point quelconque M , la distance 

QM = AP = AU- IP = c' -+- X, 

et le triangle rectangle FPM donnera 

MF = v/fP V Pm' = v/(c' — ar)»-+-^^ 
puisque FP 5= IF — IP. En développant , on trouvera 

MF = s/ç'^ — 2 (;':c -h x' -f- /^ 
Mais par Fénoncé de la question , QM = MF : donc 



c' -f- x = y/c'' — 2 c' X -h J?^ -h J*« 

En élevant au carré, et réduisant, on obtient 
ic*x-=. — ic'x-^y"^ ou y'^z=^c'x^ 

équation à la parabole (128) . 

135, Pour construire la courbe, d'après la propriété 
que je viens d'employer à la recherche de son équation, 
il faut , d'un rayon FM ]> IF, mais d'ailleurs arbitraire, 
décrire un cercle , faire AP = FM , et mener par le point P, 
parallèlement à la ligne AC , une droite PM : le point M 
où cette droite coupera le cercle appartiendra à la para- 
bole demandée: car il est évident que la droite QM étant 
parallèle et égale à AP sera égale à FM. 

Cette même propriété donne aussi le moyen de tracer 
la courbe par un mouvement continu. Pour cela , on place 
le long de AC une règle sur laquelle on fait mouvoir 
une équerre dont l'un des côtés représente la droite QE 5 
on attache au point F l'extrémité d'un fil dont la longueur 
est égale à QE, et dont l'autre extrémité est fixée au 
point E; on tend ce fil par un style en rappliquant 
contre le côté QE , et le style décrit une portion de para- 
bole. 
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136. La question qui a conduit ci-dessus à Tcquation 
de la parabole peut être modifiée de manière à em- 
brasser les trois courbes du second degré. Il suffit pour 
cela de l'énoncer ainsi : Trousser V équation d'une courbe 
dans laquelle la distance entre un point quelconque M 
et le point fixe F (fig. 67) soit dans un rapport constant 
ai^ec la distance MQ entre le même point M et une 
droite AC , donnée de position. 

Soit 1 : 71 ce rapport, et que du point F on tire sur AC 
la perpendiculaire AB; il est évident que la* courbe 
cherchée rencontre cette dernière dans un point I, tel 
que 

IF : AI : : I : /f ; 

en sorte que si Ton désigne IF par c', il en résultera 

Faisant IP = a:, PM=j^, il viendra, en vertu du 
triangle rectangle PMF, de même que ci-dessus , 



MF = V^(c'— :c)»H-jS 
et comme QM = AP = AI -f- IP = ne' -\- x^ on aura 



v/(c' — x)*-f-j^ : ne' -\-x :: i : n, 

d'où l'on tirera 

/îc' -f- ^ = /î \/(c' — a:y -hX^ • 

élevant au carré , on obtiendra cuifiu 

n^jr^ 4- (n^ — i) x^ — tt{n + 1 ) ne' x = o. 

Celte équation, d'une forme absolument semblable 
à l'équation A'f" -h Cm'' — E'it' =: o du n" 128, 
appartiendra à l'ellipse , à Thyperbole ou à la parabole , 
selon^ que l'on aura n > i, n<^i^ ou /i = 1, et montre 
par conséquent que la propriété qui fait le sujet de la 
question proposée est coranuinc aux trois courb(;s du se- 



<.v 



206- TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

cond degré , par rapport auxquelles la droite AC est nom — 
raée directrice. 

En donnant à Téquation ci-dessus la forme 

r' + (l - ^)j ^' - 2 (l -f y C'X = O, 

et en remarquant que plus n augmente, plus les fractions 

— et - diminuent, on verra que dans la supposition 

de n infinie, elle doit se réduire à 

y^ -{- X' — 2c' j: = o , 

équation qui est celle d*un cercle dont le rayon est c', et 
pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'une des 
extrémités du diamètre (95). 

137. On a vu, dans le n® 128, que l'ellipse, l'hyper- 
bole et la parabole peuvent être données par une seul*? 
équation 5 et il est remarquable que celle-ci peut aussi se 
déduire immédiatement de Fune quelconque des équa— 

tions 

b^ b^ 

j' = - («' — X'), 7' = ^ {^^ — «')> 

qui , se rapportant au centre , semblent particulières à 
Tellipse et à l'hyperbole. Pour cela, il suflSt de trans- 
porter l'origine des coordonnées à l'un des sommets des 
courbes que représentent ces équations. En effet , sî dans 
les fig. 52 et 53 on fait IP = x', on aura, par la 

première , 

a: ou OP = OI — IP = û — ^', 

par la seconde , 

X ou OP = 01 + IP = a -h x'-, 

la substitution de ces valeurs changera les équations rap- 
portées ci-dessus, en 

)- := x' x'^ , y = X -^ ; .r - , 
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qui reviendront à 

p p 

j' = px' jc'% j^ = px' H j:'2 

7^« -^ 2/1 

si Ton pose = /'? et l'une ne différera de l'autre que 

par le signe de a. L'inspection de la fig, 53 montre aussi 
que, l'abscisse IP étant regardée comme positive, l'axe IF 
est nécessairement négatif. 

En mettant pour &' sa valeur relative, tant à l'ellipse 
qu'à l'hyperbole , il vient 

p^-^ ^ 130, p:=:-^ ^ ^132); 

mais il est à propos d'introduire la distance IF à la place 
de c, qui représente la distance OF 5 et , en faisant IF = c', 
on trouve, par la fig, 52 , 

c ou OF = 01 — . IF = a — c' ; 

par la fig, 53, 

c ou OF = 01 -H IF = a 4- c' : 
ces valeurs donnent 

p =z , p = , 

a a 

expressions qui ne dilïerent encore que par le signe de a. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 

A.ac'zïZ2c^ , , 2c^ 
P= =F =:4c' — 



a a 

ont également pour limite 

lorsqu'on suppose a infini ; mais, dans ce cas, les équa- 
tions 

v' =3 px^ ziz — .r'' 
^ ^^ 2 « 
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se réduisent à 

f^ = px' ou ^* = 4 ^^9 

par F anéantissement de la fraction — » et donnent ainsi 

l'équation de la parabole (134). 
L'équation 

est donc propre à représenter chacune des lignes du se- 
cond ordre ; elle appartiendra à l'ellipse quand a sera po- 
sitif, et au cercle si p = 2a'^ à l'hyperbole quand a sera 
négatif, et à la parabole lorsque a sera infini (*). 

138. La quantité p se nomme le paramètre: c'est, 
dans l'ellipse et dans l'hyperbole , une troisième propor- 
tionnelle aux deux axes , puisque sa valeur 

a 2a 

conduit à la proportion ^ 

!f.ai ib :: 9.b : py 

et, dans les trois courbes, elle exprime la valeur de la 
double ordonnée qui pasâe par le foyer. En effet , lorsqu'on 
prend x^ = c', il vient 

j' = oc' zp -^ c" = ^ =t — ^ , 



(*) L'expression p = , qui se rapporte à Vellipse, pren- 
drait une valeur négative si l'on y supposait c'^2<ï, et Téquation 

y^z=pv' — x'*, se changeant en 

la 

appartiendrait à l'hyperbole ; mais c' exprimerait alors la distance ot^^^ 
le sommet et le foyer le pins éloigné , ou ÏF' [fg. 53 ). 
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d'où l'on conclut 

4r =/^ a "^^^ ^^ '^X=P' 

i39. Les équations 



y = px^ zp-^x 



X 

étant mises sous la forme 



^ P f^ ^^' ^/2\ ^■>. __ P 



' HÙ^ ' *^ 2âf^ '* 

on en déduit les suivantes : 

x(2,a — jc') aa a;'(2fl-h^') 2a 

desquelles il résulte que le carré de l'ordonnée PM est 
dans un rapport constant avec le produit des lignes IP et 
l'P, qui sont respectivement xJ et 2« — a:' pour l'el- 
lipse [fig' 52) , x' et 2a-{-x' pour Thyperbole [fig> 53). 
Ces distances du pied de l'ordonnée à chacun des som- 
mets de la courbe sont nommées abscisses, et il suit de 
ce qui précède, que, dans V ellipse et dans V hyperbole , 
les carrés des ordonnées sont entre eux comme les pro- 
duits des abscisses correspondantes. En effet, si Ton dé- 
signe par X' une abscisse différente de x'^ mais toujours 
comptée du même point, et par Y l'ordonnée correspon- 
dante, on aura 

Y^ = -^(2«X' — X'M, Y^ = -^(2ûX'-h X'^'), 
2a^ 2a' ' 

d'où l'on tirera 

j^:Y-^::x'(2a — x'):X'(2a —X) 

pour l'ellipse, 

y*':Y-^ ::x'(2a -hx'):X'{?.n 4-X') 

TRIGONOMÉTRIE, \0^'éliU. I :f 
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pour l'hyperbole, en supprimant, dans le dernier rap- 
port de chacune de ces proportions, le facteur com- 

P 



mun 

7,a 



L'équation de la parabole j^ -h px' ^ étant traitée de la 
même manière, donne seulement 

j':Y>::a:'::x', 

ce qui fait voir que , dans la parabole , les carrés des or- 
données sont comme les abscisses correspondantes. 

140. Il suit, de la comparaison des formules rappor- 
tées dans lesn^* 120 et 128, qu'il y a pour chaque courbe 
du second degré , au moins deux systèmes de coordonnées 
dans lesquels F équation de cette courbe se présente sous 
la forme la plus simple : l'un de ces systèmes est celui des 
axes, et je vais montrer qu'il y a un nombre infini de 
coordonnées qui jouissent de la même propriété. Pour 
le faire, j'appliquerai la transformation des coordonnées 
aux équations relatives aux axes. 

Soit premièrement celle de Tellipse j' = — (a* — x'), 

qui revient à 

j'observe d'abord qu'il est inutile de déplacer l'origine des 
coordonnées qu'il faut laisser au centre; et, n'ayant à 
changer que la direction des axes, je prends seulement 

xz=mt-\'ptiy yz=int-^qu (122). 

.Te laisse indéterminé l'angle que les nouvelles coordon- 
nées doivent faire entre elles, et dont le cosinus est re- 
présenté par A (123), et je ne tiendrai, par conséquent, 
aucun compte de l'équation 

wp + nq -4r g[rtp~\- niq) z= h ; 
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il n'en sera pas de même des équations 

parce que , les coordonnées x et y étant réciproquement 
perpendiculaires , il en résulte g* = o , d'où 

771* -I- /î^ = I , /?' -h ^' = I : 

des quatre quantités m , n , p et y, il n'en restera donc que 
deux dont il soit possible de disposer. En faisant la sub^ 
stitution des valeurs de x et dej^, dans l'équation 

on obtiendra 

[à^n}~\-b'^m'^)t^-\-l{a}nq -h b^mp)ut 
-h(û^^'-4- b^p^) u' = a^ b' ; 
et , pour simplifier cette dernière, je poserai 

a^nq -4- b^mp = o , 
ce qui la réduit à 

{a^n^ -4- b'm^)t^ H- {a'q' -+- b'p*)u^ = û^^'. 
Pour comparer cette équation avec 

on les mettra sous la forme 

a^n^^b'^m^ a^q^-x-b'p' , 

elles ne pourront alors devenir identiques , indépendam- 
ment de f et de M, que par la supposition de 

ce qui donnera 



>4. 
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Pour s^ assurer de la possibilité de cette transforma tioi 
il faut voir si la détermination des quantités m, n, p et ^ 
n'est sujette à aucune exception. L'équation 

à^nq + b'^mp = o , 

mise sous la forme 

n q b^ 

m p «* 

fera toujours. connaître le rapport àe p k q^ ou celui de ^* 
à n. Si Ton en tire 

q b^ m 

p a} n 

et si, pour abréger, on fait 

b^ m 



a"* n 



r, 



j 



il viendra 

q — pr-, 

substituant dans ^t?' -f- y' = i , on en déduira 

d'où l'on conclura 

I r 



SJi -f- r^ v^i 4-r' 

expressions qui demeureront toujours réelles , quelle qU-^ 
soit r. L'équation m' -h /i' = i, ne pouvant détermina ^' 
qu'une des deux quantités m etn, laisse absolument ijci-— 

déterminé le rapport — qui entre dans les expression* ^ 

de p et de y, lesquelles, par cette raison, devienne^'^*' 
susceptibles d'une infinité de valeurs différentes : il y ^ 
donc, en effet, une infinité de systèmes de coordonné *^^ 
dans lesquels l'équation de l'ellipse a la forme 
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absolument semblable à celle de l'équation aux axes , ^ 

i 41 . En opérant sur Téquation de l'hyperbole 

b' 
j^ = -- (x' — a') ou a'x^ — b'x' = — a' b\ 

conime je viens de le faire sur celle de l'ellipse, on aura 
sucessivement 

(a'/z^ — b^tn^) f ' 4- 2 [a}nq — b^mp) ut 
a^nq — b^mp = o, 

et , comparant la dernière équation à 



u" 



b'' «''"" *' 



on trouvera 



a'b' , a?b 

b'^ = -—— — 7T— . 9 a'' = — 



Les expressions de /? et de ^ seront de la même forme 
dans te cas-ci que dans le précédent , et pourront donner, 
par conséquent, une infinité de valeurs, d'après celles 

qu'on assignera au rapport — : on sera donc fondé à tirer 

pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle qui vient 
d'être énoncée pouç l'ellipse. 

142. Je passe à la parabole : son équation j*= ^c'x 
ne peut être transformée en une autre qui lui soit sem- 
blable , par les formules 

x=mt'\-pUy y z::z nt ■+■ qu. 
On obtient , en effet , la résultante 

n'e^ 4- 2 riqut -+- q^ u^ = 4 ^' ( '"^ "♦" /^'' ) i. 
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et, si l'on voulait y faire disparaître les termes alTect^ 
de ut^ u* et ï , il faudrait poser g = o, m = 05 mais // 
s'ensuivrait p = 1^ w=i, j:=u,j^ = f, et Ton retom- 
berait sur les coordonnées primitives : il n'en serait pas 
ainsi en déplaçant en même temps Forigine. Quand on 
substitue à j: et à^ leurs valeurs les plus générales, 

il vient 

-h 2p(/îr-f- ^«*) — ^c' [nit -^ pu) > =0; 

et pouvant alors disposer de quatre quantités , à cause des 
deux nouvelles indéterminées a et |3, on fera disparaître les 
termes affectés de i^^, de f , et les termes indépendants de t 
et de u , en posant 

La première de ces équations peut être satisfaite de deux 
manières : soit par /i == o , soit par y = o ; mais n = o 
donne m=o dans la seconde équation , ce qui ne sau- 
rait s'accorder avec l'équation m} -+- n* = 1, En adoptant 
la valeur ^ = o, le terme q^u* s'évanouit, et il ne reste 
que 

nU^ = ^(/pu ou t^ = ^ ^"^ -i 

équation semblable à celle qui se rapporte à l'axe de la 
courbe. La supposition de ^ = 0, introduite dans l'équa- 
tion /;• -H y* == I , donne 

/? = ±i; 

de 2(3/ï — ^c'm-=:.o on tire 

n 2,c' 

et cette équation , combinée avec //** + n*= i , détermine 






DE TRIGOKOMÉTRIE. ai5 

^ ei m. L'équation p' — 4^^' = o détermine aussi a, 
lorsque |3 est connu; mais cette dernière quantité reste 
susceptible de telle valeur qu'on voudra. 

II est à propos d'observer ici que les propriétés énon- 
cées dans le n** 139, par rapport aux axes , ont également 
lieu par rapport aux diamètres conjugués, puisqu'elles ne 
dépendent pas de l'angle des coordonnées , mais de la forme 
seule des équations des trois courbes , qui est la même 
pour les diamètres conjugués que pour les axes. 

143. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : Un diamètre quelconque étant donné, troui^er 
la position de son conjugué. On la résoudra en observant 
que lorsque, dans la j^g^. 5o, au n^ 122, l'angle CAB, 
ou celui que font entre eux les axes des coordonnées 
primitives x, j^, est droit, les triangles P^A'^'R et P^'MQ 
deviennent rectangles , Tun en R , l'autre en Q -, d'où il 

suit que m = ., ,, représente le cosinus de l'angle P" A"' R 

P"R 

ou WM"W ^ et que n = Tiir^ ^^ ^st le sinus ; que 

p = —— représente le cosinus de l'angle MP''Q ou 

CA"'B'^ et que q = ■ ^ en est le sinus. 

Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur les 
Jig. 58 et 59, en prenant II' pour l'axe des x^ OF 
poui* celui des t , et OH pour celui des u , il viendra 









n 
m 


sin rui 


— tang FOI , 




"" cos FOI 








P 


sin HOI 
"■ cos HOI 


= tang HOI ; 


et, 


comme 


les 


équations 












n^nq~\- b 


^mp — 0, 










ti^nq — h' 


■mp rr: 0, 
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obtenues dans les n^* 1 iO et 141 , peuvent être mises sous 
la forme 

= -+- — ' 



il en résultera 



b- 
lang FOI lang HOI = qi — » 



a' 



le signe supérieur se rapportant à Tellipse, et rinférieur 
à Thyperbole : on déterminera donc aisément l'un des 
angles FOI , HOI quand Tautre sera connu. 

144. Ou peut substituer, dans Tellipse {J!g» 58), aux 
angles FOI et HOI les coordonnées des points F et H ; 
car^ si Ton désigne 

OE par a, EF par S, 

OG par a', GH par p\ 

il Tiendra 

EF à 
ta.gFOI=:_ = .. 

tangHOI=— = êl, 
^ OG z' 

et, par conséquente 

S a' b' 

a ae' ~ ~ /i» ' 

ce qui donne 

a^ p^' -h b' oa' = o. 

De plus , les coordonnées 2 et jS , ai et ,5', appartenant à 
Tellipse, doivent satisfaire aux équations 

a-^'2^b'7L'z=ia'b'. 

il n'en restera donc qu une seule qui soit arbitraire. 

Dans lliyperbole (fig. Sp) , a el ^ n appartiendront 
plus à un point de la courbe, puisque le diamètre OF 
ne la traverse pas : mais comme il ne s*agit ici qae de la 
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direction de ce diamètre , on peut prendre , au lieu du 
point F, le point R , correspondant à Tabscisse 01 , et 
faire en conséquence 

a = OI = û, p=:IR, 
ce qui donue 

tangFOI=ê et &&^ = -, 
^ a a a' a" 

d'où 

a pp' — b-'cx! = o. 

En déterminant j3 par son moyen, cette équation fera 
connaître le point R ; mais il faudra la combiner avec 

si c'est le point H que l'on cherche. 

145. Dans la parabok , on a ^ = o ; il suit de là que 
l'axe des m, OH {fig> 60) est parallèle à celui des x, 
et que sa position ne dépend que du point O, où il ren- 
contre la courbe , pour lequel < = o , m = o. Alors a et (3 
représentent les coordonnées IG et OG 5 on a j3* = 4 c' a , 

et l'équation - = —^ donne la tangente trigonométrique 

de l'angle compris entre l'axe des t et celui des u. 

Je ferai remarquer, en passant , que lorsqu'on a trouvé 
la position du diamètre qui est le conjugué d'un diamètre 
donné , on a celle de la tangente de la courbe , au point 
où elle rencontre ce dernier, point qu'on peut prendre 
arbitrairement. En effet (121), dans Tellipse et l'hyper- 
bole [fig* 58 et 59) , le diamètre OF est parallèle à la 
tangente HT, et dans la parabole {fig. 60), ce diamètre 
est lui-même tangent à la courbe en O. 

Réciproquement, quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut 
sur-le-champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 
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dout la première appartient à Fellipse, et la seconde 
rhyperbole , les lettres ci et V représentent les deux de 
diamètres conjugués ; en eilet, quanc^f=: o, il vient 

a = «' ou OH = a' {fig. 58 et Sg) ; 

et lorsque m = o, il vient 

t^=ib'^ ou f'= — 6'% 

ce qui donne, pour l'hyperbole comme pour l'ellipse, 

0¥=ib' (128). 

11 est facile de voir que les quantités w, w, p, q peuven ^i 

au moyen des équations w* 4- 7^* = i , /?* -f- ^* = i , et 

de celles qui résultent des expressions de a!^ et de V S 
être éliminées de Téquation de condition qui détermii^^ne 
la position respective des diamètres conjugués, et qu'c==)n 
doit parvenir à une relation entre ces lignes et les dem==^i- 
axes. Le calcul s'effectue fort simplement de la maniée- re 
suivante. 

On tire d'abord des expressions de a'* et i'*, relatii^^^es 
à l'ellipse (140) , les équations 

a'» à" q" H- a'^ b^p" = a* b\ b'^ «' n^ -4- b'^ b^ m" = a^ b\ 
et, en y joignant respectivement 

on aura deux systèmes d'équations, l'un en q^ etp*-, 
Vautre en /i' et w*. Le premier donne sur-le-champ 

, _ a' b' -- fl^» b^ _^ b^ (a' — a'») 
"f' — a'' a' — a'» b' ~" ^{a'^b')' 

a'a' — d^b^ aUa'^ — b^) 
Pour obtenir ii^ et m*, il suffit de changer a' en b' dai*^ 



a 
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ces valeurs, et il vient 

aUb'^^b') 

nrzzz — ^ ' • 

b'^^a'-'-b') 

Cela posé, l'équation de condition 

à* nq -{• b^ mp -=2 o (140) 
'^evient à 

a}nq =z — b"^ mp^ 

^t en la carrant, on obtient 

a^ n^ q"^ = 6* m^p"^, 

Sî Ton substitue, dans cette dernière, les valeurs de 7i^, 
^/^*, q^y p^y on pourra effacer les dénominateurs*, car ils 
Seront les mêmes dans les deux membres, et Ton aura 

[a^-^a'^)[à'^b'^)=i[a'^—b')[b"--b^). 

I)éveloppant , réduisant et décomposant en facteurs, il 
viendra 

puis supprimant le facteur commun a* — è', on trou- 
vera enfin . 

a'» 4- ^'» = «^ -h 6% ou 5hVÔF=^VoL. 

Les expressions de a'* et de è'*, relatives à l'hypcr- 
3>ole (141), conduisant aux équations 

«t l'équation de condition étant 

a^ nq — b^ mp = o , 

on voit qu'il suffira d'airecler l>^ et è'^ du signe — , dans 
le calcul précédent, pour l'approprier au cas actuel, et 
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qu'on en tirera par conséquent 

a'^ ^ b'' — a'' -^ h\ ou OH*— Ôf'=:ÔÎ ~ Ôl': 

donc la somme des carrés des demi- diamètres conju- 
gués dans l'ellipse j ou leur différence dans V hyperbole 
est égale à la somme des carrés des denii^axes ^ ou à 
leur différence, 

. 147. Si l'on multiplie entre elles les expressions de 
a^ et de V^ dans l'ellipse, on obtiendra 



a 



"^ b'^ = 



n'n}q^-^ aH'^ri'p^'^à'b^m^q^ H- b^ m' p^'' 

mais en carrant l'équation 

a^ nq -\- b^ mp =z o , 
il vient 

a^ n- q^ -\- 2 d^ b^ mnpq + b'^ m^ p"^ = o , 
ou 

rt* n- </' -f- b^ ffi^p^ =z — ia^ b"^ mnpq ; 

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l'expression de a'^V^t 
qui deviendra 

«2 b^ rî'p^ ^7^ a' b^ mnpq -{-a^b'm^q^ ( /i/?|— mq)' 

prenant de part et d'autre la racine carrée , on aura 

ab 

a' b^ = 9 ou a' b' (np — mq) = ab. 

np — mq ^ 

Il est important de remarquer que la quantité np — ^(j 
n'est autre chose que le sinus de l'angle compris entre les 
deux diamètres conjugués OF et OH (Jig» 58) ; car, n et 
m étant le sinus et le cosinus de l'angle FOI, q et p^^ 
sinus et le cosinus de l'angle HOI , la formule 

sin FOH = sin (FOI + HOI) 

= sin FOI cos HOI -i- cos FOI sin UOI (11) 
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donne 

sin FOH = /?/? — /7i<7, 

si l'on fait attention que l'angle HOI , tombant au-dessous 

de Taxe II', a un sinus négatif, çr = p^» qu'il faut 

rendre positif dans cette formule , en prenant — (f an lieu 
de 4- ^ : on aura donc 

a' b' sin FOH = ab. 

Cela posé, il est facile de voir que si du point F on abaisse 
sur OH la perpendiculaire FQ, il viendra 

FQ = OF sin FOH = b' sin FOH , 

et que, par conséquent, Taire du parallélogramme 

FH = ÔH X FQ = a' A' sin FOH; 

ci.insi le rectangle formé sur les demi-axes rt et i , ou OI 
ot OL , est égal au parallélogramme FH , construit sur les 
cîeux demi-diamètres conjugués OF et OH. 

On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans l'hy- 
perbole, en formant de même le produit a'^h'^\ mais il 
i^audra prendre garde que , dans \afig, Sg , l'angle 

FOH = FOI — HOI. 

On déduit de là cette propriété remarquable , que les 
^jarallélo grammes construits sur les diamètres cojijuguésy 
^oit de r ellipse j soit de r hyperbole, sont équivalents nu 
^^ectangle des axes, puisque ces parallélogrammes, ainsi 
€r[ue le montrent les figures, sont composés de quatre autres 
Xpsirallélogrammes égaux , chacun, au quart du rectangle 
c3es axes. 

148. Si Ton désigne par s le sinus de l'angle FOU , on 
aura l'équation 

a o s -t: au ^ 
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que l'on combinera avec 

fl'» 4- h"" zzza'-^-b' 

dans l'ellipse, et avec 

fl'2 — b'^ = a^'^b^ 

dans l'hyperbole , pour trouver les demî-axes aetb^ lors- 
qu'on ne connaîtra que deux demî-diamètres conjugués 
et l'angle qu'ils font entre eux. Quand on aura les axes, 
on arrivera facilement aux angles qu'ils font avec les dia- 
mètres conjugués , en se servant des expressions de ç*, 
/;*, n', m*, rapportées dans le n° 146. Ces expressions 

donnent 

^' __ b^a'- — a'' ) n* _ b' (a^ ^ b'') 

et par l'extraction de la racine carrée , on parvient aux 
tangentes des angles HOI , FOI. 

Une remarque qui se présente aisément , et que je ne 
dois pas omettre, c'est qu'il y a dans une ellipse quel- 
conque deux diamètres conjugués égaux entre eux. En 
elFet, si dans les équations 

a"" -+- b'^ = /ï^ + b\ a' b's = ab, 

on suppose a^ = b\ on en tire les valeurs 

a^ -h b^ ab 7.ab 



a" = ^ , s 



2 r/'» a' -f- ^* 

(|ui font èonnaitre la grandeur de ces diamètres et l'angle 
qu ils comprennent entre eux. La supposition de a' = i', 
dans les valeurs de ^% p% /i* et m*, rend égales la pre- 
mière et la troisième, la seconde et la quatrième : on a 
donc tout ce qu'il faut pour déterminer, par rapport aux 
axes , la position de ces diamètres. 

Lorsqu'on y rapporte l'équation de l'ellipse , elle prend 
la forme 

t' -h '/= = h", 
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et devient semblable à celle du cercle : la seule différence 
qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t et m ; aussi 
peut-on construire cette ellipse, en inclinant les coordon- 
nées du cercle sous l'angle que font les diamètres dont je 
parle : de là résulte un procédé assez simple pour tracer 
une ellipse par points , lorsque Ton connaît ses diamètres 
conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer la construction 
des expressions rapportées ci-dessus. Ce que j'ai dit me 
parait remplir l'objet que je m'étais proposé, savoir, de 
montrer comment on peut déduire les principales pro- 
priétés des lignes du second degré , par une mélïiode vrai- 
ment analytique et indépendante des constructions géo- 
métriques. 

149. Ce n'est pas seulement en les rapportant à un axe 
des abscisses, par des ordonnées parallèles entre elles, 
comme on l'a vu jusqu'ici, que les courbes peuvent être 
définies par des équations ^ il est à propos de remarquer 
que tout système de lignes , propre à déterminer les diffé- 
rents points d'une courbe, peut également en fournir une 
équation caractéristique. 

La relation 



n^ — ex ex 



a a 



obtenue dans le n^ 130, entre le rayon vecteur FM= r 
(/ig^. 52) et l'abscisse OP = a:,' peut être considérée 
comme telle , par rapport à l'ellipse. On en déduit une 
construction très-simple de cette courbe 5 car, en se don-» 
Tiant X, on obtiendra par des lignes proportionnelles la 

«[uantité — 9 et retranchant cette quantité de a , on aura 

-s ou FM; ensuite, du point F, comme centre, et d'un 
**ayon égal à FM , on décrira un arc de cercle qui 
la perpendiculaire PM, dans un point M app; 
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TeUipse. Si Tabscissc tombait dans la partie OI' de Taxe, 

X devenant négatif, il viendrait pour ce cas z = a H 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 

l'ordonnée, au lieu d'être constamment parallèle à une 

même droite, change sans cesse de direction, et n'est 

assujettie qu'à passer par un point donné •, aussi l'équation 

ex 
z =z a 5 quoique du premier degré, n'appartient 

plus à une ligne droite, comme lorsque les coordonnées 
sont respectivement parallèles à des axes fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il «st 
assez naturel de placer l'origine des abscisses au point T, 
duquel parlent les nouvelles ordonnées ou les rayons v^ ac- 
teurs, et de remplacer, en conséquence, OP = j: ^jpar 
W=z x\ ce qui donne 

r on OP=rOF — FP = c-— a;', 

vi 

cic — x') a"^ — r' ex' 

z — a ^ i == 1 ^ 

a an 

mettant Ix^ au lieu de a' — c', on aura 

h'''\-cx' 

z •=. • 

a 

Enfin, le plus souvent, on introduit l'angle IFM ^^M 
place de l'abscisse j:', ce qui se fait en observant que d. ^ws 
le triangle rectangle FMP on a 

FP = FM ces PFM , 
d'où 

J7' = — 2 cos IFM (23); 

nommant donc y l'angle IM, on obtiendra 

b"^ — cz ces G) h' 

- — ou 



a a -\- V ros ri, 



DE TIUGONOMÉTRIE. 2^5 

Cette dernière équation est d'un grand usage dans Inap- 
plication de l'analyse à TAstronomie : on la nommé équa- 
tion polaire^ comme toutes celles dont les ordonnées 
partent d'un même point qu'on appelle le pôle de la 
courbe. 



L'équation z = > relative à l'hyperbole (132), 

étant soiunîse aux transformations précédentes, devient 



successivement 



b^ — a^ — ex' 

z 

a 


b' 


7 

a 


b^ cz cos Q) 

z = -j 

a 


ou 


b' 


a -^ c cos (f 



Dans la parabole, en faisant FM = ^ (J^S' ^4)? ^'t à 
cause que FM = QM (134) , on a 

z = c' -f- J7 ; 

mais , X représentant IP, il vieil t 

a: = IF— FP=:c' — x', 
d'où 

z = le' X' y 

le' 



z =: O.c! — Z cos q> , OU Z = - 

^ I 



-h cos y 



150. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les deux 
premières, au lieu du second axe ft, le paramètre, d'après 
lequel on a. b^ = \ap (137). Par cette substitution, l'é- 
quation de l'ellipse, se changeant en 

Z =. — • 9 

a -+• c cos q* e 

^ I H — cos flp 
a 

devient celle de Thyperbole quand a est négatif et 

TRIGONOMÉTRIE, I O* fV///. l5 
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c > a (*) , celle de la parabole quand on fait c = a et a 
infini , d'où il résulte p •=. ê^c , 

On peut encore faire - = e? , ce qui donnera 

aU — c') 
' ^ ' I-h Éf COS ç 

Sous cette forme, on aura Tellipse quand e <i^ le cercle 
si e = o-, l'hyperbole si e > i et que a soit ^ négatif^ la 
parabole si e = i et que a soit infini. 

Enfin, si Ton veut chasser a du résultat précédent, et le 
retaiplacer par la distance du sommet au foyer, on em- 
ploiera la relation c^^a — c' (137) , qui donne 

c' 

ae z^ a — c\ d*où a = 9 

i — e 

et 

c'{i-^e) 

z = — .. . 

I -H tf COS <p 

151. Les propriétés fondamentales de l'ellipse, de 
l'hyperbole et de la parabole, énoncées dans le n** 139, 
et qui ont lieu, soit par rapport aux axes , soit par rap^ 
port aux diamètres (142) , se trouvent dans les difTérenles 
courbes qui résultent deFinlersection delà surface conique 
par un plan quelconque : en voici les démonstrations 
synthétiques. 

Soit ASB (Jig< 61) un cône quelconque à base circu- 
laire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface qu'en- 
gendre, en glissant sur la circonférence du cercle ACBD, 
une droite assujettie à passer par le point S, dans toutes 
les positions qu'elle prend. 1°. 11 est évident que si l'on 
coupe ce cône par un plan quelconque CSD, mené par son 
sommets^ on obtiendra deux lignes droites qui répondent 
aux deux positions prises par la droite génératrice, lors- 

( * ) 9 doit être pris alors pour le supplément de IFM {Jlg. 53). 
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qu'elle est parrenue successivement aux points C et D, 
dans lesquels le plan CSD rencontre la circonférence 
ACBD. a**. Si le plan coupant est A'C' B'D\ parallèle au 
plan de la base âCBD, la section sera un cercle « ainsi 
qu'il est aisé de s^en convaincre, en concevant qu^on ait 
mené par le point S et le centre de la base^ Yaxe SO du 
due proposé , et que Ton ait fait passer par cet axe deux 
pUns quelconques ASB et CSD, dont les intersections 
respectives avec ACBD et A'C'B'D soient AB et A'B', 
CD et Q'D' '^ car on aura alors les triangles semblables 
COS, C'0'S\ qui donneront 

C0:C'0' :: SO : so', 

et les triangles semblables AOS , A'O' S , qui donneront 

AO : A'O' :: SO: SO'; 

et puisque, par constiniction , AO = CO, on aura 

A'O' = CO', 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A'C IV D' 
sont égaux, qu'elle est par conséquent un cercle. 

n est à propos d'observer que la surface du cône s'é- 
tend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base 
ACBD, soit au-dessus du sommet S, puisque rien ne 
limite la longueur de la droite géaératriec^ et il est aisé 
de sentir que le prolongement Si de la droite SB décrit 
un second cône placé dans une situation inverse de celle 
du prenûer. 

452. Après ces préliminaires, je suppose que le plan 
coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD du cône> 
mais qu'il la rencontre suivant une droite GH ( fig. 62 ) \ 
j ^abaisse sur cette ligne, du centre O, la perpendicu- 
laire OG , par laquelle je fais passer le plan ASB. 11 est 
visible que si le plan coupant rencontre en même temps 

i5. 
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les deux côt<5s SA ci SB , et que par conséquent il n'entre 
point dans le cône supérieur aSh^ la section IMFm sera 
une courbe fertnée ou rentrante en elle-même. 

Cela posé, je mène parallèlement à la base ACBD uii 
plan VMFm , qui rencontre le plan coupant IMI'm; la 
commune section Mw de ces deux plans sera parallèle 
à GH , et par conséquent perpendiculaire à E F •, enfin la 
courbe EMFm sera un cercle (numéro précédent), en 

sorte que PM = PE X PF. Mais si par les points I et I ' 
on mène les droites IL et VU parallèles à AB, les 
triangles IPE et II'L', évidemment semblable? , donne- 
ront 

ir -.TL' :: pi :pe, 

d'où 

rï7xpi 

PE_ —- — 
Par les triangles l'PF, FIL , on aura de même 

ir : IL : : pr : pf, d'où pf =r= ^, -, 

puis , mettant ces valeurs dans celle de PM ^ on trouvera 

PM = ^'iL_><it X PÏX pp. 

Désignant le diamètre IF par art, le facteur déterminé 
— -p — par p, l'abscisse PI par x , d'où il suit 

. PI' = 2rt X'y 

enfin l'ordonnée PM par j^. on aura 

p 

équation de l'ellipse rapportée à ses axes ou à deux dia- 
mètres conjugués (139, 142}. 

153. 11 est à propos de remarquer que si le triangle SU' 
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était semblable au triangle SAI^, sans que la ligne IF fût 
parallèle à AB, ce qui aurait lieu si Tangle SU' était égal 
à SAB, alors SFI le serait à SBA ; les triangles EIP et 
Fl'P, devenant aussi semblables entre eux , comme les 
précédents, donneraient 

PE : pr : : pi : pf, ou pe x pf = pFx pT, 

et parce que dans le cercle EMFm on a 

Pm' = PÊ X PF, 
OQ aurait aussi 

m = pr x^. 

La section IMI'm serait donc elle-même un cercle dans ce 
cas, si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au dia- 
lûètre II'; mais pour que cette dernière condition soit 
remplie , il faut que la comniune section GH du plan cou- 
pant et de la base du cône soit perpendiculaire à la fois 
sur la droite GA et sur la droite GI, c'est-à-dire qu'elle 
soit perpendiculaire au plan SAB mené par l'axe , et que 
par conséquent celui-ci soit lui-même perpendiculaire au 
plan de la base du cône et au plan coupant. Alors lié plan 
coupant est dit antipavallèle à celui de la base; et il en 
résulte que, dans un cône à base circulaire, la section 
antiparallèle à cette base est un cercle , de même que la 
section parallèle. 

ISé, Si le plan coupant était, par rapport aux côtés 
• du triangle ASB, dans la situation que représente la 
Jig. 63 , c'est-à-dire qu'il pût rencontrer en mênie temps 
les deux cônes opposés , il produirait sur çliAque cône une 
courbe infinie , puisqu'une fois entré dans le cône , il n'en 
sortirait plus. Les deux cônes opposés ne fornaant, à pro- 
prement parler, qu'une seule surface, les deux courbes 
KIAr , K'I' A"' doivent être regardées comme n'en composant 
qu'une seule. Il est facile de reconnaître déjà une ressem- 
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blance marquée entre celte courbe et l'hyperbole; mais 
pour prouver leur identité , il faut de plus retrouver dans 
la première, une des propriétés caractéristiques de la 
seconde. 

En supposant que le plan ASB soit déterminé comme 
dans le n° iS2, qu'on ait mené le plan FMFni parallèle 
à ACBD, enfin les droites IL et VU parallèles à AB, on 
comparera d'abord les triangles IPE et II'L'; ils donne- 
ront 

ir : r L' : : PI : pe , d'où pe = ^ ^j^ ^^ ' 

Passant ensuite aux triangles l'PF et l'IL, on aura 

ïlxpF 



ir : IL :: Pi'rPF, d'où pf 



ir 



mais i) dans le cercle EMFm , PM -= PE X PF, et substi- 
tuant les valeurs de PE et de PF, on obtient 

PM = î'ii:^xPÎxPr; 

et remplaçant les lignes indiquées ci -dessus par les déno- 
minations algébriques dont on a fait usage dans le n® 152 , 
on aura seulement à observer que PI' = aa-hx^en sorte 

quej^= — (aox -f-a:'), résultat qni appartient à une 

hyperbole (139, 142). 

i55. Il me reste encore à examiner le cas où le plan ' 
coupant serait parallèle à l'un des côtés SA ou SB du 
triangle ASB, ainsi que le montre Isijig' 64- D n^e pour- 
rait alors^rencontrer qu'un seul des deux cônes opposés ,^et 
il ne s'en dégagerait jamais , en sorte que la section Mhn 
serait une courbe ouverte et infinie, comme la parabole, 
avec laquelle je vais prouver qu'elle est identique. 

Les plans ASB, EMFm et la ligne IL étant menés dans 
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les mêmes conditions que ci-dessus i, le parallélisme des 
lignes IP et SB donue PF = IL; comparant ensuite les 
triangles semblables IPE et SIL , on aura 

ÎL X PÎ 



SL: IL :: Pi: PE, d'où pe = 



SL 



et substituant dans Téquation PM = PE X PF, il viendra 

— s 

— «IL — 
PM=-XIP.^^ 

Désignant alors le facteur détermine — par p, PI par j?, 

etPMparj^, on trouvera j^* = pj: , équation de la para- 
bole (139, 142). 

156. Les circonstances dans lesquelles los lignes du 
second degré changent de natui*e , peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par le som- 
met, sans entrer dans le cône, la section se réduit à un 
point qui correspond à celui qu'on a remarqué dans le 
n" 116. 

Quand le plan coupant , passant toujours par le sommet, 

entre dan^ le cône , on a deux lignes droites ] et si Ton fait 

mouvoir le plan parallèlement à lui-même , on obtiendra 

une suite d'hyperboles ayant pour asymptotes les droites 

ci-dessus, rapportées, ou projetées sur le plan de la 

courbe, par des perpendiculaires à ce plan (118 et 128). 

E^nfin quand le plan coupant est parallèle à l'un des côtés 

SA ou SB, s'il vient à passer par le sommet, il ne fait plus 

que toucher le cône suivant une ligne droite, mais qu'on 

doit regarder comme double, car elle est la réunion des 

deux parties de la parabole , qui s'approchent sans cesse 

par le rétrécissement que subit cette courbe , à mesure que 

le plan coupant s'approche de son contact avec le cône 

(H9etl28). 

D'un autre côté, plus on éloigne du sommet du cône, 



V 



\ 



\ 
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mais toujours parallèlement à son côté, le plan coupant, 
plus la parabole s'ouvre ou s'élargit vers son sommet, et 
tend par conséquent à s'approcher de la ligne élevée par 
ce point, perpendiculairement à son axe. 

157. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes du 
second degré. Pour suivre la méthode que j'ai employée à 
l'égard du cercle en particulier (105) , on prendra l'équa- 
tion 

r— P = A(jr--a), 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont a et |3 , et faisant avec l'axe des abscisses 
un angle dont la tangente tri gonomé trique est Â , on la 
combinera avec l'équation y^ = mx -f- nx^^ qui rentre 
dans A'«'« -f- Ci/'* — E'i/' = o (128) , et qui comprend 
par conséquent les trois courbes du second degré. En 
faisant, comme dans le n^ 105 , 

on aura 

z ^ Az 

VI-+-A' ^ v/iH-A' 



X 



et posant , pour abréger, - ~ = A', il viendra 

VU- A* 

i 

ar = a 4- A'z, y= p-f- AA'z; 

substituant ces valeurs dans l'équation jr^ = mx -+- nx? 
on obtiendra la transformée 

^ ( H-/?a'-f- 2/iaA'2 4-«A'*z'. 

Passant tous les termes dans un seul membre, et ordo] 
nant par rapport à ^ , on trouvera 

(A^ — //) A'^z'H- a ( p A — -i w — /*a) A'a 4- P' — //îa— /îV = 
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ce qui revient à 

2(pA-4-|w — /îa) p^ — iwa — n<f? 

Dans cette équation, Finconnue ^ représente la distance 
EM {fig> 65) entre le point donné E et l'un des points 
d'intersection M et M' de la droite proposée EM, avec la 
courbe AC \ par le moyen de sa valeur, on parviendra faci- 
lement à celles des coordonnées de cette intersection. 

Il est évident , par ce qui précède , qu'une ligne droite 
ne saurait rencontrer en plus de deux points une courbe 
du second degré, 

158. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
(107) , on verra que les deux valeurs de z doivent devenir 
égales lorsque la ligne proposée ne fait plus que toucher 
la courbe, comme en N, parce que les points M et M' se 
rapprochent de plus en plus , à mesure que la ligne EM 
s'approche de EN. La différence des deux valeurs de z 
comprises dans la formule 






étant exprimée par 



^ V L (A^-«)A' J (A-^-/i)A'^ ' 

et donnant toujours la longueur de la courbe MM', de- 
vient nulle lorsque les points M et M' coïncident, et 
fournit , par conséquent , pour le point de contact N, 
l'équation 

En la développant, A'^ disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes , cl la résullanle sera Téqua- 
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tion qui doit donner A et faire connaître par conséque: 
la position de la droite EN, menée par le point E, tange 
tiellement à la courbe AC. 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples, je 
supposerai que le point E soit pris sur l'axe des abscisG^^s 
AP (fig' 66) ; il résultera de là que (3 = o, et 

(A» — «)' "^ A^ — /i "" ^' 

équation qui se réduit , après le développement , à 

j/w* 4- waA'-l- /la'A' = o, • 



et donne 



A = ± ^'" 



^ — ma — « a' 



Cette expression se présente sous une forme imaginaire , 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particu- 
lières que recevront les quantités m , tz et a , et cela 
arrive pour tous les cas où la position du point E per- 
met de mener, par ce point, une tangente à la courbe 
proposée . 

159. 11 y a encore un cas dans lequel la condition du 
contact se simplifie beaucoup, c'est lorsque le point donné, 
étant sur la courbe même , se confond avec celui du con- 
tact. En effet, si le point E passe en M (Jig- 65) , il j 
aura alors entre a et |3 la même relation qu'entre xetj 
sur la courbe AC, c'est-à-dire que 

P» = m a 4- 71 a' ou P' — ma, — « a' = o , 

ce qui réduira l'équation (i) à 

• PA— f/w — /îa = o, 

d'où Ton tirera 



A = 



P 
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Telle est l'expression de la tangente de Tangle que doit 
faire avec l'axe des abscisses , la droite MT, pour toucher 
la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d'une manière 
plus commode , si l'on en connaissait un second point : 
celui qui s'ofFre le plus naturellement est le point T, où 
elle rencontre l'axe des abscisses, et pour lequel j^ = o , 
dans Péquation j — ^ = A (x — a) (85). Il résidte 

delà 


— P=A{x — a) et X — a= — -j- '" 

A. 

. la quantité x — a , étant la différence des abscisses des 
points M et T, désigne la portion PT de l'axe AB : met- 
tant donc pour A sa valeur, on aura 

PT=:~i ^ (*). 

La ligne PT se nomme la sous-tangente^ et lorsqu'elle 
^3st construite, on obtient la tangente en joignant le 
3point M et le point T par une droite. 

160. Pour connaître l'expression de la sous-tangente 
^ns chacune des courbes du second degré en parti- 
culier, il suffit de comparer successivement les équa- 
tions 

V p 

jr^^px—-^ x% x^z=pX'^-^ x^, jr^z=zpxy 

avec l'équation y* = mx-h nx*. En observant, comme 
ci-*dessus , que a et j3 , désignant les coordonnées du point 
de contact situé sur la courbe , ont entre eux les mêmes 
relations que x et ^, et substituant en conséquence pour jS* 
sa valeur, on trouvera, par la première équation appar- 

(*) Dans la figure, PT est la somme des lignes AT et AP, parce que 
l'abscisse AT du point T est négative par rapport à Ta'bscisse AP du 
point M (76). 
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tenaulà Pellipse, 



d'où 



P • 



2aB' aaa — a^ 

PT = 7 Î-— ; = ; 

p (a — a j /i — a 



par la seconde appartenant à Tliyperbole, 



d'où 



m =py /i = — , 



p (a -i- ol) a -\- ol 



par la troisième enfin , appartenant à la parabole, 

m =/?, « = 0, 



d'où 



2 0=^ 

PT= i--=— 2a. 



Cette dernière expression , la plus simple des trois , fait 
voir que, dans la parabole, la souS'-tangente est double 
{le V abscisse. Le signe — qui l'affecte, ainsi que les autres, 
montre qu'elle doit être prise sur l'axe AB, à partir du 
point P, vers le côté où se portent les x négatifs : maïs 
comme la forme des courbes indique suffisamment de quel 
côté doit tomber la sous-tangente, je ferai désormais ab- 
straction du signe de son expression. 

La construction des preniîères expressions n'offre pas 
beaucoup de difficulté : on a pour l'ellipse, 

^/ — a : 2« — a :: « : — - — ■ — = pt, 

pour l'hyperbole , 

//'-h a : 2rt + a :: « : ' = PT; 

a '\- X 



2 a a. — a* 


a — a 


2 rt a H- a' 



r 
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ainsi , tout se réduit à trouver des quatrièmes proportion* 
nelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n'entre 
point dans ces expressions; il en résulte que, pour une 
même abscisse, la sous- tangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe, et qu'il en arrive 
autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant en cercle 
lorsque i = a , on peut mener la tangente à la première 
de ces courbes par le moyen de celle de la seconde 5 car, 
si l'on prolonge l'ordonnée pm (Jig. 56) jusqu'à la ren- 
contre du cercle décrit sur le grand axe, et qu'on tire la 
droite nT tangente à ce cercle, au point /î, la sous-tan- 
gente /^T conviendra aussi, d'après ce qui précède, au 
point m de l'ellipse, dont la tangente s'obtiendra, par 
conséquent, en joignant ce dernier avec le point T. On 
aurait une construction semblable pour les hyperboles 
quelconques , en partant des sous-tangentes de l'hyperbole 
équilatère (128), 

161 . Quand on a la sous-tangente, il est facile d'en dé- 
duire les expressions de la tangente, de la sous-normale et 
de la normale : ce sont les noms qu'on donne aux lignes 
MT, PR et MR (Jig- 65). La première est la portion de 
la tangente comprise entre le point de contact et l'axe des 
abscisses; la seconde est la partie de l'axe des abscisses 
comprise entre le pied de l'ordonnée PM et le point R, où 
une droite menée perpendiculairement à la tangente, par 
le point M, rencontre cet axe-, enfin, la troisième est la 
longueur même de cette perpendiculaire, mesurée depuis 
le point M jusqu'à l'axe des abscisses. 

1°. Par le triangle PMT, rectangle en P, on a 



MT = V PM* -^ Pt! 

2°. Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux 
comme étant formés par la perpendiculaire PM, abaissée 
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de l'angle droit du triangle RMT, rectangle en iVJ , don- 
neront 

a 

PM 



PT : PM :: pm : pr, d où. pr = 



PT 

3^. Il résulte du triangle PMR , rectangle en P, 

MR= v/pmVpr! 

11 est visible que ces formules conviennent à toutes* 
les courbes, et que, pour les appliquer à l'ellipse pac* 
exemple, il faut mettre, dans la première et dans la se- 
conde , au lieu de PM et de PT, les valeurs relatives i 
cette courbe , puis , avec la valeur qu'on obtiendra pour 
PR et celle de PM , on formera celle de MR ^ il faudra 
opérer de même par rapport à l'hyperbole et à la para- 
bolç. Je me bornerai à rapporter ici les résultats de ces 
substitutions, qui n'ont par elles-mêmes aucune diffi- 
culté. Pour l'ellipse. 



PT = , MT= i /~ 2«a — a* -h 



^aoL — <x}V 
a — a 



pour l'hyperbole , 



h^ /b^ b* 

PR = ~(«-f-a), MR= i/-(2/ia-f-a-')-f--l«~ha)^ 

pour la parabole, 



PT = 2a, MT = \/pcc -h 4a , 



On obtient des résultais un peu plus sim|d[es, à l'égard 
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des deux premières courbes, lorsque Ton compte les ab- 
scisses à partir du centre , ce qu'on ne peut faire pour la 
troisième, qui en est dépourvue (128). Pour parvenir à 
ces résultats , il suffît de faire a = a — a' dans l'ellipse , 
et a = a' — a dans l'hyperbole (137) ; a' sera la nouvelle 
abscisse prise à partir du centre : ces substitutions et les 
réductions qui s'ensuivent étant effectuées, il viendra, 
pour l'ellipse, 



^2 Qt'2 /A» / ^2 ^''i\ 2 



PT = — , MT 

a 






^^ /b* b* 

PR.= -«'% MR=y^-(«'-a")+-a"; 

pour l'hyperbole , 



PT = 



~1P ' 



-=\/i;<-'— )+(=^') 



PR=^;a', MR=y/; 



û')H ra'^ 



162. Quelque élégante que doive paraître la méthode 
employée ci-dessus , pour mener les tangentes aux courbes 
du second degré, je crois ne pas devoir passer sous si- 
lence les solutions synthétiques les plus simples qui ont 
été données de ce problème, et je vais les exposer suc- 
cinctement. 

I®. Par le point M, pris sur l'ellipse (jftg> 52), on mè^ 
nera les rayons vecteurs FM et F' M 5 on prolongera l'un 
des deux,'F'M par exemple, d'une quantité MG égale à 
l'autre, FM ; on tirera ensuite FG, et la droite MH , per- 
pendiculaire sur le milieu de FG, sera tangente au point 
M, car elle n'aura que ce point de commun avec la 
courbe. En effet, si l'on prend un autre point quel- 
conque N sur cette droite, et qu'on tire les droites FIN , 

F'N, on aura 

F'N-f-NG>F G, 
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ce qui revient à 

F'N-f-FN>F'M-hFM>ir; 

car, par la construction, MG = FM, NG = FN-, et 
comme il est aisé de voir que , pour les points placés au 
dedans de Tcllipse , la somme des distances à chacun des 
foyers est moindre que le grand axe, il suit de ce qui 
précède que le point N est hors de Tellipse, puisque la 
somme de ses rayons vecteurs est plus grande que 
Taxe ir. 

Cette construction montre aussi que les angles FMH, 
F'MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente, 
sont égaux, et que la noimale au point M diviserait en 
deux parties égales l'angle FMF'. 

2^. Lorsque le point proposé M est sur Thyperbolc 

[fig* 53), il faut porter le plus petit rayon vecteur FM 

sur le plus grand F' M, et non pas sur le prolongement -, 

achevant la construction comme ci-dessus , on aura , pour 

ce cas, 

F'N < F'G + NG< F'G 4- FN, 

d^où il suit 

F N — FN<F'G<F'M — FM, 

ce qui prouve que le point N n'est pas sur l'hyperbole. 11 
n'est pas placé dans l'intérieur de cette courbe, car il fau- 
drait, pour que cela fut, que la différence des distances 
à chacun des foyers surpassât le grand axe. En effet , si 
Ton tire F' m, on a 

F'/w — F/71 = F'/w + Mw — FM ; 

et, comme ¥' m -f- Mm surpasse F' M, il s'ensuit 

F'/« — F//i>F'M— FM. 

L'égalité des angles FMH et F'MH, ou RMN, résulte 
encore de cette construction. 

3°. Lorsque le point M est sur une parabole (fig. 54), 
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il n'y a plus qu'un rayon vecteur, mais Tautre est rem- 
placé par la droite QM parallèle à Taxe IB, et le point Q 
tient lieu du point G, puisque QM = FM. Considérant 
ensuite un point N placé avant ou après le contact, on a en 
même temps QN et FN > ON : le point N est donc hors 
de la courbe. 

De la construction ci-dessus, on déduit l'égalité des 
angles FMH , QMH •, et il faut observer que le dernier est 
égal à NME, formé par la tangente et la droite ME paral- 
lèle à Taxe IB. 

Si Ton appliquait le calcul à ces constructions, on 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro précé- 
dent. 

163. La considération des tangentes de Thyperbole 
conduit à une particularité très-remarquable , de laquelle 
il résulte que , quoique son cours s'étende à l'infini , cha- 
cune de ses branches demeure néanmoins toujours ren- 
fermée entre les côtés d'un certain angle, sans pouvoir 
jamais les atteindre, ainsi qu'on le voit dans la Jig, 67. 
Cette circonstance , qui s est présentée d une autre ma- 
nière dans le n° 118, se retrouve encore en observant la 
marche de la sous-tangente PT, à mesure que le point de 
contact M s'avance sur la courbe et s'éloigne du point 1, 
ou , ce qui est la même chose, à mesure que l'abscisse OP 
augmente. En désignant OP par x, on a 

PT:=flZZf! (161); 
X 

et, comme 

OT = OP — PT, 
il vient 



OT = r — 



.r^ — «' a^ 



X X 



On voit évidemment , par ce résultat , que plus x croit , 
plus OT diminue , et plus le point T s'approche du point O, 

TRIGONOMÉTRIE, 10^ Cciit, l6 
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qu'il ne peut cependant jamais atteindre, puisqu'une 
fraction ne peut jamais devenir absolument nulle, tant 
que son numérateur ne s'anéantit pas : le point O doit 
donc être regardé comme la limite vers laquelle le point T 
tend sans cesse par le progrès de Tabscisse. Il faut exami- 
ner maintenant les changements qu'éprouve, dans les 
mêmes circonstances, l'angle MTP qui détermine la si- 
tuation de la tangente par rapport à l'axe des abscissee. 
La tangente trigonométrique de cet angle a pour expres- 
sion 

MP_ bx 

qui, prenant la forme ? lorsqu'on divise ses 

deux termes par x^ tend nécessairement vers la quan* 

tité - à mesure cfue la fraction — domine , ou à mesure 
a ^ x^ ^ 

que X augmente : l'aiigke MTP ne peut donc diminuer 

indéfiniment, et la limite qu'il ne saurait atteindre, mais 

dont il s'approche sans cesse, est l'angle EOI, dont la 

tangente trigonométrique est — L'hyperbole ne peut donc 

jamais parvenir à toucher la ligne OE , quelque prolon- 
gées qu'on les suppose l'une et l'autre. 

Pour construire l'angle EOI, il faut prendre sur Taxe 
II' une abscisse à volonté , le demi-axe OI par exemple, 
et le triangle rectangle EOI donnant 

El = 01 tang EOI, on aura El = 01 X - = ^ , 

a 

puisque OI == a. Elevant donc au point I la perpendicu- 
laire El =: J, la droite OE , qui joindra les points O et E, 
sera la limite de toutes les tangentes de la branche IK 
de l'hyperbole : j'ai déjà dit que cette limite se nomme 



DE TR160IS0MËTRIE. 243 

asymptote, 11 est évident qu'il en existe une seconde, 
Oe, placée au-dessous de Taxe II', faisant avee cet axe 
le même angle que la première , et servant de limite aux 
tangentes de la branche lA. 

164. Il ne sera pas inutile de 'montrer comment on 
passe de l'équation de l'hyperbole rapportée à ses axes , 
à celle qui a lieu relativement aux asymptotes. Pour cela, 
que l'on mène par le point M, parallèlement à l'asymp- 
tote Oe, une nouvelle ordonnée QM, et que l'on fasse 
QO = t , QM = u 5 l'angle EOI compris entre QO, 
axe des f , et II', axe des a:, aura évidemment pour co- 

01 . lE 

sinus jr= ï pour sinus — -, et comme 

01 = a, IE=A, OB = v/ôl -f- ÏE*= sja^ -+- b\ 
il en résultera 

Sja* -h b^ yja^ -h b^ 

Considérant ensuite l'axe des w, Oe, on trouvera 

ces eO\ = rr— j sin eO\ = 77- ; 
Oe Oe 

mais comme O e = OE , I e = — lE , il viendra 

a ^b 



y/a^ -h b^ si à" -h b* 

et par les formules générales 

X =: mt -h pu f y -=: nt -^ qUy 

on obtiendra 

fl(rH- a) _ b{t — u) 

s] a} 4- *' V/^ -f- b^ 

Substituant ces valeurs dans T équation 



G 



it) 



I 
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elle se changera, après les réduclions , en 

4ftt 



/ï» 



= I , ou /a = |(a»-f- ^»). 



Cette dernière équaxiou , semblable à la transformée 
obtenue à la fin du n*^ 120, met bien en évidence la pro- 
priété dont jouissent les asymptotes^ car on en tire 

" = . ou QM = -ôô' 

ce qui montre que T ordonnée QM va toujours en dimi- 
nuant à mesure que le point Q s'éloigne du point O, mais 
qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque Thyperbole proposée est équilatère (128), 

b=za\ la tangente de l'angle EOl, exprimée par -» 

se réduit alors à i : chaque asymptote fait par consé- 
quent avec Taxe II' un angle égal à o?,5 , et les deux 
comprennent entre elles un angle droit. L'équation 
f u = 7 (û* -f- i' ) , devenant f a = | a* , montre que le 
produit des coordonnées t et u est alors égal à la moitié 
du carré du demi-axe transverse 01. 

Il est à propos de remarquer que si Ton mène par le 
point I les droites ID et U, respectivement parallèles à 
Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés ID et I^f 
seront, par rapport aux asymptotes, les coordonnées du 
point I situé sur Taxe \ on aura par conséquent 

ÏD xT5=:ÏD = !(«' 4- b'), 

d'où l'on tirera 

ID = I s'^T'f\ 
et en général 

QÔ X QM =15! 

Dans le cas de l'hyperbole équilatère, le losange J^d 
devient un carré, puisque Taiiglc DO cl est droit. 
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Le carré ID équivalent au quart de la somme des car- 
rés des demi-axes de l'hyperbole, est ce que les anciens 
géomètres désignaient sous le nom de puissance de l'hy- 
perbole . 

165. Il est visible que si Ton prolonge les lignes PM 
et PM', ordonnées relatives à Taxe II', jusqu'à la ren- 
contre des asymptotes OE et Oe, les parties RIR et M'R', 
qu'interceptent, sur ces ordonnées, chaque branche de 
courbe et son asymptote, sont égales entre elles : la 
même propriété a lieu par rapport à une droite quel- 
conque, menée par un point quelconque de l'hyperbole. 
Si Ton tire, par exemple, IVIN', on aura GM = G'N', 
quelque position qu'ait MN'. Pour s'en convaincre, on 
commencera par observer que 

PR =:PR' = — , 

a 

MR =r PR — PM = - ( r — Jx^— (lA, 

n 

MR' = PR' -h PM = - (a: + sl'^^'^âAj 

a 



MR X MR' = b\ 

On mènera ensuite, par le point N', la droite SS' pa- 
rallèle à MM'-, les triangles semblables RMG, SW'G 

donneront 

GM: GN' :: MR: N'S; 

les triangles semblables R'MG' et S'N'G' donneront 

G'M : G'N' :: MR' : N'S'; 
multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 



GM X G'M : GN' X G'N' :: MR X MR' : N'S X N'S'; 
et comme , en vertu de ce qui précède , on a 



MRXMR'=: h\ N'SxN'S'n: b\ 
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on en conclura 



GMXG'M = GN'XG'N'. 

Metunt, à la place de G' M et de GN', leurs valeurs 
GN' _f- MN', GM H- MN', et faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées, ou 
aura enfin 

GMXMJS' = G'N'XMN' 

ou 

GM = G'N'. 

166. Avec le secours de la propriété qui vient d'être 
démontrée, on décrit bien simplement l'hyperbole par 
points , lorsqu'on a les asymptotes et un seul point M. On 
tire par ce point un très-grand nombre de droites comme 
MN', sur lesquelles on prend la partie GM comprise entre 
le point M et l'asymptote qui en est la plus voisine , pour 
la porter de G' en N', ce qui donne un nouveau point N' 
de la courbe cherchée. 

Quand on a les asymptotes , on trouve la direction de 
l'axe ir, en divisant en deux parties égales l'angle qu'eUes 
forment 5 et comme la tangente de l'angle EOI donne le 
rapport des demi-axes a et i (163) , il est aisé de déter- 
miner ces quantités dès qu'on connaît un point de l'hy- 
perbole. L'équation 

a b"^ a 

PM =-r OP —a») 

donne sur-le-champ 

A» X ÔP' — Pm' 



' 



a* = 



en représentant par A la quantité -• 

167. Outre Thyperbole dont les branches sont Kl A 
et RTA', les ligues OE et Oe comprennent encore une 
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duire hjperiMJe HL h^H'L!h\ décrite dans les deux autres 
angles que forment ces droites , de manière que Taxe trans- 
^rse II' de la première est le second axe de la deuxième , 
qui a pour axe traosverse LL'« second axe de la première. 
La rdation qu'ont entre elles ces deux courbes les a fait 
Uonmier hyperboles conjuguées ^ elles ont même puù^ 
sance, et par conséquent leur équation est la même à 
l'^rd des asymptotes ; seulement « Tangle de ces lignes 
ou des coordonnées est pour Tune le supplément de ce 
qu'il est pour l'autre. 

1 68 . On a vu , par la forme de Féquation du cercle ( 94 ) , 
qu'il fallait trois points pour le déternûner : la même con- 
sidération s'applique à une courbe quelconque, ^t il est 
évident qu'il faut en général autant de points que Féqua- 
tion de la courbe demandée renferme de coefficients né- 
cessaires. L'équation 

Aj^» H- Bxj^ 4- Cx> + D^4-Ex= F, 

qui appartient aux courbes du second d^ré en général , 
étant mise sous la forme 

X* -f- àxf -f- ex* -i- djr -h ex =: f, 

ne contient plus que cinq coefficients b^ c^ d^e et/'; il 
suffira donc de cinq points pour particulariser la courbe 
du second degré qu'elle représente. En effet, si les coor- 
données de ces points sont respectivement 

pi' . p' r r r r î' r' 

on formera les cinq équations suivantes ; 

P> -h^ap -f-ca* -hd^ -h COL =r /, 

P" +fta'p' 4-ra" -f-rfp' -4-ra' =/, 

p"» -f- b a" p" + c (x!" 4- d f 4- c t." = /, 

p«2 ^.fta'" p'" -f-ra'"' 4-rfp'" -{-ca"' — /, 
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N'ayant pour but que de montrer la possibilité, en 
général , de la détermination des lettres &, c, rf, e, /, et 
le nombre de conditions qu'elle exige, je ne m'arrêterai 
pas à eifectuer les calculs qu'entraînerait cette opération, 
pour lesquels on peut consulter l'ouvrage de M. Puissant, 
cité à la page i6o , et où l'on trouvera , sur ce sujet et sur 
ses applications, les détails les plus importants^ je me 
bornerai à faire observer que ces équations peuvent de- 
venir contradictoires entre elles dans certains cas parli- 
cidiers. S'il arrivait, par exemple, que trois des points 
donnés fussent en ligne droite, il ne serait pas possible 
de faire passer une courbe du second degré par ces 
points , puisque aucune courbe de ce degré ne peut 
avoir plus de deux points communs avec une même 
droite (157). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce et 
de position , il faut moins de conditions pour la déter- 
miner. Par exemple , pour achever de particulariser une 
ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de posi- 
tion, on n'a besoin que de deux points; car on peut alors 
prendre ce centre pour l'origine des coordonnées, et ce 
grand axe pour celui des abscisses 5 l'équation 

relative à ce cas , ne renferme que deux coefficients ^a^h^ 
qui se déterminent par les équations 

oL-p -+- b'a'' = a'h\ 

169. J'ai démontré dans le n" 73 que T équation du 
second degré se construisait par le moyen d'une circon- 
férence de cercle et d'une droite, et dans le n^ 105, que 
les deux racines étaient données par les deux intersec- 
tions que peuvent avoir ces lignes , en sorte que l'on con- 
sidérait l'équation proposée comme résultant de l'éliml- 
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nation d'une inconnue entre deux équations à deux indé- 
terminées, Tune appartenant à la droite et l'autre au 
cercle 5 si l'on généralise ce point de vue , on aura le moyen 
de construire des équations d'un degré quelconque. 
En effet , si Ton a, par exemple , l'équation 

X* — b^x^ -^ c^x — d* = 0, 

qui peut représenter toute équation du quatrième degré, 
dont on a fait disparaître le second terme , il est permis de 
la supposer produite paft' élimination d'une inconnue y^ 
entre deux équations du second degré, renfermant en 
même temps x et y^ et appartenant , par conséquent , à 
deux courbes. Trouver ces équations est un problème 
indéterminé ; car il y a une infinité de systèmes d'équa- 
tions qui peuvent conduire à la proposée : on en prend 
donc une arbitrairement. Soit x* = pjr] on aura 

X* =/?»/% 
et substituant dans l'équation proposée, il viendra 

P^X^ — ^*PX H~ c^^ — d* =z Oy 
ou 

b^ c^ d* 

p p' p" 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appartient à 
une parabole (128); et, pour la mettre sous la forme la 
plus simple, il suffit de faire disparaître le terme multiplié 

par y, ce qui s'effectuera en prenant y = y' 

Après la substitution, on aura 

6=» b* -+- 4^* 

p' 4/^' 

?c résultat, qui peut s'écrire ainsi, 

4 ^ ' 



^P 
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monlrc que la parabole à laquelle il appartient a pour 

paramètre la quantité — i et que son sommet, correspon 

dant à j^' = o, a pour abscisse — j~ — • On portera 

donc, perpendiculairement à l'axe AB des abscisses 
(fi S' ^^ ) ^' ^^ ^^^^ ^^^ ordonnées positives , une distance 

AA' = — ; la droite A'B', menée parallèlement à AB, 
sera Taxe à partir duquel on ^ît compter les j^'. On 
prendra ensuite AD = — -r^ — ? et ayant élevé DI à 

angle droit sur AB , le point I sera le sommet de la courbe 

dont la position est indiquée par GIH 5 A'I en sera l'axe 5 
et connaissant son paramètre , rien ne sera plus facile que 
de la construire par points, suivant le procédé du n° 135. 
Quant à la première parabole donnée par l'équation 

il est visible qu'elle a son sommet à l'origine A des coor- 
données, et pour axe celui des j", AC : elle est donc dans 
la position EAF. Lorsqu'elle sera construite, les points 
M, M', M", M'", où elle rencontrera la parabole GIH, 
auront des abscisses égales aux racines de l'équation pro- 
posée 5 puisqu à ces points les valeurs de x satisfont en 
même temps aux deux équations 

desquelles résulte la proposée. 

La quantité p, introduite par l'équation de la pre- 
mière parabole, demeurant indéterminée, peut, pour 
simplifier la construction, recevoir telle valeur qu'on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général, j'ai dispose 



DE TRIGONOMÉTRIE. a5l 

Téquation proposée et la figure , de manière que les deux 
courbes se rencontrassent en quatre points; mais cette 
circonstance n^aura lieu qu'autant que l'équation proposée 
aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple , Taxe A'I 
de la parabole GIH tombait au-dessous de AB, ce qui 
arriverait si le terme b^py avait le signe H- , puisqu'il 

faudrait faire alors y =: j , il n'y aurait que deux 

intersections au plus *, car il est bien clair que la branche 
IH ne pourrait plus rencontrer la parabole EAF : dans 
certains cas même , la courbe GIH se trouvera tout entière 
au-dessous de EAF, et alors les racines de la proposée 
seront imaginaires. 

On voit , au reste , par cette construction , comme par 
la théorie des équations , que celles du quatrième degré 
ne peuvent avoir qu'un nombre pair de racines réelles ,• 
puisque les deux paraboles EAF et GIH ne peuvent se 
couper qu'en deux ou en quatre points. 

170. Il suit aussi de là que le cercle et la ligne droite, 
ne se rencontrant pas en plus de deux points , ne peuvent 
résoudre que des problèmes susceptibles d'être ramenés à 
des équations du second degré , et ne sauraient , par consé- 
quent , suffire pour ceux qui passent ce degré , tels que 
les problèmes de la duplication du cube et de la trisection 
de l'angle , si fameux dans l'antiquité. 

Par le premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celui d'un autre cube donné. 
Si a est le côté de celui-ci et x le côté de l'autre, on aura 
cette équation : 

^ r= 2 fl% ou a^ — 2 «^ =r O . 

Pour la comparer à la proposée , il faut l'amener au 

quatrième degré , ce qui se fera en la multipliant par x , 

et l'on aura 

r* — là^x = o ; 
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comparant avec x'' ^- b^ x^ -h c^ JO — t/* = o , il viendra 

^=0, r^:= — 2rt%- d •= o. 

Les équations des paraboles à construire seront, par 

conséquent , x* = pj^ j* = — - x ; et si l'on prend p = a, 

elles deviendront 

.r' = flj , y^ =z 2ax : 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui de 
la première. Ces courbes passeront toutes deux par l'ori- 
gine A {Jig. 6g) , puisqu'on aura o: = o , jr = o^ dans 
l'une et dans l'autre en même temps ^ elles s'y couperont, 
et cette intersection donnera x = o , racine qui vient du 
facteur introduit pour élever au quatrième degré Féqua- 
tion à construire. La figure montre que l'on ne peut avoir 
en outre qu'une seule racine réelle AP ; et , en effet, on a 
vu, dans les Éléments d'Algèbre^ que l'équation 

n'en a pas davantage. 

471. Le problème de la trisection de l'angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales, ce qui s'effectuerait sans peine si, connaissant la 
corde ou le sinus d*un arc , ou obtenait la corde ou le sinus 
de son tiers. Cette question n'est qu'un cas particulier de 
la théorie de la multisection des angles , que je ne saurais 
exposer ici , mais dont on trouvera les bases dans l'intro- 
duction au Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral; l'équation se déduit des formules du n^ 11 , qui 
donnent 

_ , 4 ces A' — 3 R^ cos k. 
ces a A = 

Si Ton regarde cos 3 A comme donné , et que l'on prenne 
cos A pour l'inconnue , on aura , en faisant cos 3 A = « 
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et cos A = or 5 celle équation : 

qui , étant multipliée par x et comparée à l'équation 

donnera 

b' = }K\ ^3 = — LR^fl, d* = o. 

On aura encore ici une intersection au point A corres- 
pondant à la racine x = o^ et les trois autres points d'in- 
tersection donneront les trois racines de l'équation 

Il semble, au premier coup d'oeil, qu'on ne devrait avoir 
qu'une racine réelle, et qu'il n'y a qu'une seule manière 
de partager un arc en trois parties égales ; mais en y réflé- 
cliissant ayec un peu d'attention, on reconnaît qu'il y a 
trois arcs qui doivent satisfaire à la question proposée : 
car les arcs 3A, 27r + 3A, 4?^ -i- 3A, qui ont le même 
cosinus (23) , étant divisés par 3, donnent les valeurs 

J7r=cosA, JCr^ cOS(j7r -h A), a: = COS (-f-Tr -+- A ) , 

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoii- 
d'autres, parce que les arcs 67r-4-3A, Stt + SA, etc., 
qui ont encore le même cosinus que A, étant divisés par 
3 , conduisent aux arcs 27rH-A, 27r + |7r-|-A, etc. , et 
que 

cos(27r -h A) = cos A, cos (2 7r -i- jTT -h- A) = cos (-j-tt -h A), 
etc. 

172. Avant que les méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées aujour- 
d'hui , les géomètres s'appliquaient beaucoup à la con- 

^^^i^^i^M^— ^1» ■ I — ^■^■^^■^M^»^— I I ■■■■■■■■■■ 1 ■■ I II»-— ^^ !■ I —^^^^i^^i^^^ B^^— ^^— M^ Il m 

(*) L'équation ci-dessus tombe , en effet , dans le cas irréductible (Voyez 
le Complément des Éléments d'Alf^èbre. ) 
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struction des équations , et faisaient tous leurs efforts pour 
l'effectuer par les courbes les plus simples ou les plus fa- 
ciles à décrire. C'est ainsi que Halley donna une méthode 
pour construire les équations du troisième et du quatrième 
degré par le cercle et la parabole^ et cette méthode a 
quelque avantage sur celle du n** 169, en ce que le cercle 
qui remplace une des paraboles se trace par un mouve- 
ment continu ] mais le peu d'usage que l'on fait à présent 
des constructions dispense des détails à cet égard : je n'en 
indiquerai en conséquence que l'esprit. 

En posant l'équation d'une parabole, sous la forme 
x^ = mjr^ et l'équation générale du cercle , 

si l'on développe cette dernière, et que l'on en chasse j 

par sa valeur —y tirée de la première, on obtiendra l'é- 
quation 

X* — m(2q — /w) x' — im^ px — (r^ — /?' — q^) tn} r= o, 
semblable à l'équation à construire 

X* — b^x^ -h c^x — d^ = o ; 

et Ton aura, pour déterminer les quatre quantités incon- 
nues m^ p, q et r^ les trois équations 

b^ z=z m(2q — /w), 



c 



'^ = — 2 m^p 



> 



on pourra , par conséquent , disposer de l'une de ces quan- 
ti tés pour simplifier les calculs. 

Si l'on fait , par exemple , w = i, il viendra 

valeurs aisées à construire, et qui donneront la position 
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(lu centre et le rayon du cercle à décrire coujointement 
avec la parabole que fournit l'équalion x^ = by. Je n'en- 
trerai point dans la discussion des cas qui pourraient exi- 
ger un autre choix dans la valeur assignée à l'une des in- 
connues^ et je terminerai ce Traité par l'exposition d une 
méthode qui réunit à l'avantage de s'appliquer aux équa- 
tions d'un degré quelconque, celui de peindre les résul- 
tats obtenus analytiquement par la théorie de la compo- 
sition des équations. 

173. Pour fixer les idées, je supposerai que l'équation 
à construire soit seulement a + bx -\- cx^ -H dx^ = o , et 
je ferai 

Puisque, dans les points où la courbe représentée par cette 
dernière équation rencontrera l'axe des abscisses, on 
auraj^ = o, il s'ensuit que les abscisses de ces points se- 
ront les racines de l'équation proposée : la question sçra 
donc réduite à construire la courbe dont il s'agit, ce qui 
est facile, après avoir rendu son équation homogène, en 
y restituant les puissances de l'unité (71 ). On obtiendra , 
en effet , 
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résultat dont chaque terme se construirait séparément par 
les lignes proportionnelles (68) ^ mais voici un moyen de 
lier entre elles d'une manière commode ces différentes 
opérations. 

On mènera [fig» 70) l'axe AB des abscisses^ par l'ori- 
gine A on élèvera, perpendiculairement à cet axe, la 
droite AC , qui sera celui des y \ et ayant pris sur le pre- 
mier la partie AD = /« , et mené DE parallèle à AC , on 
portera sur cette dernière, des parties 

AFrrrt, FCr=rA, GH=c, HI = r/; 



loG TUAITÉ lil^KMENTAlRE 

on tirera ensuite IK parallèle à AB-, enjoindra les points 
H et K par une ligne qui coupera en L la ligne PR élevée 
perpendiculairement à AB , sur F abscisse AP = j: 5 on mè- 
nera ML parallèle à AB, pour déterminer sur DE le point 
M 5 que Ton joindra avec le point G 5 par le point N , où MG 
rencontrera PR, ou tirera ON parallèle encore à AB, et 
joignant le point O avec le point F, la droite OF donnera, 
sur PR , un point Q tel que PQ =y. 

En effet, on a, par les triangles semblables IKH 
et H'LH , 



d'où 



iK(/?):H'L(.r) :: m{ci) : hh' = — , 



GH' = GH 4- HB' = c 4- -- ; 

n 



puis, des triangles H'MG et G'NG, il résulte 

fl'M(/0:G'N(^) :: GH'fr-i-~^: gg' = — 4- — , 

\ n J n /i^ 

et 5 par conséquent , 

FG' z= FG 4- GG' =r ^ 4- — 4- -- ; 

// //^ 

enfin, des triangles G'OF, F'QF on conclut 

g'0(/i):F'q(x)::fg'(^4--4-^Vff' = — + — +— ' 

ce qui donne pour dernier résultat , 

PQ = AF' =rr AF 4- FF' = r/ 4- — 4- — 4r — . 

On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équation 
proposée aurait un nombre quelconque de termes 5 et lors- 
qu'on aura obtenu assez de points pour caractériser la 
marche delà courbe, on reconnaîtra aisément de combien 
de racines réelles cette équation est susceptible. 
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174. Si le cours de la courbe est tel que le représente 
la ligne XEGILY {fig> 71), elle rencontrera cinq fois 
X^axe des abscisses , et indiquera par conséquent que l'é- 
«quation dont elle dérive a un pareil nombre de racines 
x^elles : cette équation ne pourra être d'un degré infé- 
rieur au cinquième. L'équation proposée sera 

« -+- ôj: -h cx^ -f- dx^ -h ex^ -f- fx^ -f- etc. =: o , 

et celle de la courbe à construire, 

y z=z a -\- bx -\- cx^ 4- dx^ -\- ex^ -\-fx^ -f- etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l'ordonnée 
y ne sont autre chose que les résultats qu'on tire de l'équa- 
tion proposée , en donnant à x les valeurs correspondantes 
aux diflerentes abscisses qu'on a choisies arbitraire- 
ment : la courbe XEGILY offre donc en quelque sorte 
l'équivalent du tableau dans lequel ces résultats seraient 
inscrits , mais avec cet avantage , qu'en vertu de la loi de 
continuité , qu'on sent bien mieux dans les lignes que dans 
les nombres, les intervalles entre deux substitutions suc- 
cessives se remplissent avec la plus grande facilité. Ayant 
calculé , par exemple , les ordonnées P'P, Q'Q^ R'R, fort 
proches les unes des autres, et joignant leurs extrémités 
par un trait continu, sans angles ni jarrets y on a d'une 
manière assez exacte les ordonnées intermédiaires. 

On observera , 1°. que puisque l'équation de la courlu? 
ne renferme que des puissances entières et positives de x, 
chaque valeur de cette indéterminée ne donnera pour y 
qu'une seule valeur qui sera finie ou limitée tant que x le 
sera , mais que y sera susceptible de prendre des accrois- 
sements illimités, lorsque x en recevra de tels, et que 
par conséquent la courbe XEGILY doit s'étendre à Tin 
fini , de chaque côté de l'axe AC des j. 

2". L'inspection seule de la figure fait voir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d\iu côté de Taxe AB 
à l'autre, sans rencontrer cet axe, ou, analyticjucmeiit 

TRICOyOMKTRIK, lO*' édft, I7 
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parlant , que Fordonnée y ne peut changer de signe sans 
devenir nulle (*); d'où il suit que si deux substitutions 
faites dans V équation proposée y donnent deux résultats 
de signes contraires , il y a nécessairement une racine 
réelle comprise entre les valeurs de x employées dans ces 
substitutions. 

3°. Si 1 on prend sur la même courbe deux points placés 
du même côté par rapport à Taxe AB , il y aura toujours 
entre eux un nombre pair d'intersections de la courbe et 
de cet axe ; on en voit, en effet, deux entre E et I, quatre 
entre E et Y, ou entre X et L , etc.; ou bien il n'y en aura 
aucune, ainsi que cela arrive entre P et I. Au contraire, 
il y aura certainement un nombre impair d'intersections, 
si les points que l'on considère sont placés de différents 
côtés 5 comme le sont X et E , X et I , X et Y, etc. De là 
résulte cette proposition analytique : Entre deux valeurs 
de X , qui y par leur substitution dans F équation proposée, 
donnent deux résultats de même signe, il ne peut y ai^oir 
quun nombre pair de racines réelles y et il y en aura un 
nombre impair si ces résultats sont de signes différents. 

4". Enfin il arrive quelquefois que, par suite des rela- 
tions que peuvent avoir entre eux les coefficients a , J , c, 
rf, e,y*, etc., deux intersections consécutives, comme K 
et M, se rapprochant continuellement, viennent à se 
confondre, et la partie IKLMY de la courbe, prenant la 
forme du trait ponctué IL' Y, ne fait plus que toucher 
l'axe AB; alors les deux racines représentées par AK et 
AM deviennent égales entre elles et à l'abscisse AL'. On 



(*) Cela est vrai dans ce cas, parce que l'expression de y est sans 
dénominateur en x; mais si l'on avait / = -, la succession des valeurs 

X 

a 

jp = -+ I , jf = o et X = — I , donnerait j^-^-a. /• = _, ou infini , cl 

o 

r = — a. C'est ainsi que les branches de l'hyperbole considérée cntro 

SCS a:>yinplolc«4 sont liées enlrn elles ( 120 . 
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voit facilement que si Tëquatiou proposée n'avait pas 
d'autres racines réelles, la courbe qui en dérive ne coupe- 
rait son axe nulle part, et qu'on ne pojurrait par consé- 
quent faire changer de signe le premier membre de cette 
équation, par aucune substitution. Il n'en serait pas de 
même dans le cas où trois intersections se réuniraient : la 
courbe couperait au moins une fois Taxe, soit avant, soit 
après; et pour s'en convaincre, il suffirait de voir ce qui 
resterait de cette courbe si les trois points H , K et M , ou 
F, H et K, venaient à se confondre. En suivant ces con- 
sidérations, on reconnaîtra que, par la réunion d'un 
nombre pair d'intersections , la courbe dérivée de l'équa- 
tion proposée peut se trouver tout entière d'un même côté 
de Taxe, mais que cette circonstance n'a jamais lieu lors- 
que le nombre des intersections confondues en une seule 
est impair ; et on conclura de là que, lorsqu'une équation 
n'a pour racines réelles qu'un nombre pair de racines 
égales , il est impossible d'en reconnaître l'existence par 
aucune substitution . 

Souvent l'inspection d'un petit nombre de points de la 
courbe suffit pour indiquer l'espace où elle s'approche le 
plus de l'axe des abscisses ; alors, multipliant dans cet espace 
le nombre des points déterminés, on parvient à s'assurer 
s'il y a un contact ou bien des intersections , et si par con- 
séquent l'équation proposée a des racines rigoureusement 
égales , ou seulement peu différentes les unes des autres : 
dans ce cas , la construction de la courbe sert autant à faci- 
liter la résolution numérique qu'à en éclairer la marche. 
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Contenant les premiers Prlnelpes de l*Appli- 
eation de TAlsèbre auiL Surfaces eourbc^s et 
aux Courbes à double courbure. 



Observation. — Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de considérations, 
qu'ils trouveront dans le Complément des Éléments 
de Géométrie les Notions préliminaires indispen- 
sables pour l'intelligence de ce qui va suivre. 



Équation du plan et de la ligne droite, 

175. La manière la plus commode de fixer la position 
d'un point quelconque M dans l'espace ( fig. 72 ) est de le 
projeter d'abord sur un plan BAC donné de position^ en 
abaissant sur ce plan la perpendiculaire MM', et de rap- 
porter ensuite la projection M' à deux axes AB et AC, 
perpendiculaires entre eux, par les coordonnées AP et 
PM'. Cela revient à rapporter le point lui-même aux 
trois plans BAC, BAD et DAC, perpendiculaires entre 
eux j car les coordonnées AP et PM', situées dans le plan 
BAC, représentent les dîstarfccs MM''' et MM'' du point 
proposé M aux deux autres plans DAC er BAD. Les droites 
AB, AC et AD, suivant lesquelles les plans coordonnés 
BAC, BAD, DAC se coupent deux à deux, sont les axes 
des coordonnées ; et on les distingue entre elles par la 
lettre qui marque la coordonnée qui leur est parallèle. 
Ainsi , en faisant AP=: .r , PM' = j. M'M = 3 , la ligne 
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ABsera l'axe des x^ la ligne AC celui des /, et la ligne AD 
celui des z. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des déno- 
minations semblables. Le plan BAC s'appellera le plan 
des X et y, parce qu'il contient les coordonnées .r eljr. La 
projection M'' du point M, sur le plan BAD, étant rap- 
portée aux deux axes AB et AD, par les coordonnées 
AP = a: et PM'' = M'M = z , ce plan sera désigné sous 
le nom de plan des .r et z. Enfin, la projection M^'^ du 

point M, sur le plan-DAC, étant rapportée aux axes 
AC et AD, par les coordonnées AQ = PlM' = r et 
QM'" = M'M = z , ce plan sera désigné sous le nom d(î 
plan des y et -z. 

Cela posé, les coordonnées j* et z sont nulles en même 
temps pour tous les points de l'axe des x , AB •, il en est 
de m.ême de x et de z relativement à Taxe des j", AC ; 
enfin de :r et de y relativement à l'axe des z , AD. 

Pour tous les points du plan BAC , la coordonnée ^ est 
nulle , et elle a une valeur constante dans tous ceux d'un 
plan quelconque, parallèle à ce premier; en sorte que 
l'équation z = c , lorsqu'elle est seule , et qu'on n'a au- 
cune autre détermination relativement aux deux coor- 
données restantes x et y, doit être regardée comme dési- 
gnant tous les points du plan mené parallèlement à BAC , 
à une distance égale à c. De même, la coordonnées^ est 
nulle pour tous les points du plan BAD, et l'équation du 
plan qu'on mènerait parallèlement à ce premier, h une 
distance i, serait y = b. 

Si l'on réunit ensemble les deux équations z = c et 
y= i, c'est-à-dire si l'on suppose qu'elles aient lieu en 
même temps, elles désigneront une droite parallèle à 
l'axe des x, et menée par le point dont les coordonnées 
sur le plan des j^ et z soûl c et h ; car il est facile de \oir 
que cette droite peut être rep;ardér comme riulcrsection 
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de deux plans respeiîtivcment parallèles aux plans BAC, 
BAD. 

Enfin, dans le plan DAC, la coordonnée x sera tou- 
jours nulle, et x=^ a sera l'équalion du plan mené paral- 
lèlement à ce premier, à une distance égale à a. Les trois 
équations z = c, yz=b^ x=a, étant réunies , ne peuvent 
plus appartenir qu'au point qui se trouve dans l'intersec- 
tion des trois plans respectivement parallèles à chacun des 
plans coordonnés. 

• 

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indéterminées a:, 
Y et z'^ et je prends pour exemple z = Ax. On voit 
d'abord (87) que cette équation appartient à une droite 
AN'' ( fig. 73), menée dans le plan des x et z, BAD, mais 
elle a encore un sens plus étendu*, car, si Ton conçoit que 
la droite AN'' se meuve parallèlement à elle-même le long 
de FaxeAC, desj^, dans quelque position qu'elle s'arrête, 
l'ordonnée z , ou M'm , prise au point quelconque M' situé 
sur la droite PM', parallèle à AC, sera égale à l'ordon- 
née Pm", correspondante, dans le plan BAD, à Fabscisse 
AP = QM'. La droite AN", par le mouvement que je lui 
suppose , décrit le plan N"AC , passant par les droites AN" 
et AC : on aura donc z = Ax pour tous les points de ce 
plan. 

On trouverait des conséquences analogues pour les 
autres plans coordonnés , en prenant des équations entre 
les indéterminées qu'ils contiennent 5 mais il vaut mieuxr 
passer tout de suite à un cas plus général , et considérer^ 
r équation z = Ax -+- By. 

En y faisant j- = o, il viendra z = Ajr , d'où l'on con — - 
dura que la droite AN", qui se trouve comprise dans cette:::!^ 
dernière , renferme tous les points communs à la surfacc^^ 
représentée par l'équation z = Ax -{- i^y, t^t au plar"^ 
coordonné BAI), sur lequel y est toujours nul , et que 
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par conséquent, cette droite AW est l'inlersection de ce 
plan avec la surface proposée. 

Lorsqu'on fait a: = o , on obtient z =r By, équation 
qui appartient à une droite AN''^, menée par l'origine A , 
dans le plan DAC , et qui est l'intersection de ce plan avec 
la surface représentée par l'équation ^ = Ax -H B/. 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN"' se meuve 
parallèlement à elle-même le long de AN'', elle décrira le 
plan N'"AN"^ et, quand elle sera parvenue dans une 
position quelconque m" M, la portion Mm de l'ordonnée 
M'M sera égale et parallèle à Ç^m!" : on aura, par con- 
séquent , 

d'où il résulte que le plan IN '"AN", passant par les lignes 
AN "et AN'", dont les équations sont 

z = Ax, z = Bj, 
a lui-même pour équation 

Si le plan proposé, au lieu de passer par l'origine A , 
se trouvait dans une position G"'EG", déterminée par les 
lignes EG", EG'", respectivement parallèles à AN " et à 
AN'^ il serait parallèle à N"'AN"5 et, en prolongeant 
l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu'elle rencontrât le 
premier, on aurait 

M'L = M' M -h ML = M'IVH- AE : 

en nommant donc D la distance AE , et z l'ordonnée M'L , 
il viendrait, d'après ce qui précède, 

z = Ax + Bjr -f- D. 

Telle est l'équation d'un plan mené dans une position 
quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle repré- 
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scMilc l'équation générale du premier degré fi trois in- 
déterminées ^ car cette dernière ne peut être que de la 

forme 

a j; -h p/ H- 7 3 4- ^ = o , 

et, en la divisant par y, elle rentrera dans la première, 
lorsqu'on aura posé 

7 7 7 

On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien à la géné- 
ralité de Téquation : je le conserverai néanmoins pour 
rendre les formules plus symétriques, et je représenterai 
l'équation d'iui plan quelconque par 

A JT 4- B/ -h Cz H- D = o ; 

mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats, il 
y aura un des coefficients qu'on pourra supposer égal à 
l'unité, ou déterminer par des conditions particulières 
(voyez, à la fin de Touvrage, la noteE). 

177. En faisant successivement x^ j eiz nuls, dans 
l'équation de ce plan , on trouvera qu'il coupe celui des y 
çt z , dans une ligne dont l'équation est B/ -}- C z -f- D = o ^ 
celui des x et z^ dans une ligne dont l'équation est 
Ax -\-Cz -{-D = o^ et enfin celui des x et j-, dans une 
ligne ayant pour équation A Jt' -t- Bjr -H D = o. 

L'étendue des plans étant indéfinie, il faut concevoir 
<jue le plan G'"EG" soit prolongé derrière les plans coor- 
données BAD, DAC ; il rencontrera alors le plan BAC , et 
passera dessous. Toutes ces circonstances peuvent se lire 
dans son équation , en observant que chacune des indé- 
terminées a;, y et z doit être prise positivement et néga- 
tivement , et que si les |)arties AB, AC et AD (Jig* 72) des 
axes des coordonnées répondent aux \aleurs positives dr 
ces quantités, les parties opposée? \h, Ac, Ad répoii- 
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(Iront aux valeurs négatives. Cela peut se prouver immé- 
diatement par le cours des lignes situées dans les plans 
BAC 5 BAD et DAC -, on y parviendrait encore en trans- 
portant chacun de ces plans parallèlement à lui-même, de 
mauière à rendre positives les coordonnées négatives qui 
lui sont perpendiculaires , et l'on raisonnerait alors comme 
on Ta fait à l'égard des lignes (76). 

Il suit de là que , par le moyen des signes dont les coor- 
données sont affectées , on peut distinguer dans lequel des 
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment au- 
tour du point A , tombe un point proposé : il suffit, pour 
rela , de remarquer que , lorsqu'on prend 
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178. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu'on 
connaît deux plans qui la contiennent, et dont elle est 
alors Fintersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. Soient 
donc 

(i) Aa?-!- Bj 4-Cz H- D = o, 

(2) A'.r-f- B>-4- C'z-^ D'= o, 

les équations des plans donnés , en y regardant les coor- 
données x^ y Cl z comme ayant les mêmes valeurs , il ne 
restera qu'une de ces quantités dont on puisse disposer 
arbitrairement, et les deux autres, calciUées en consé- 
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cl il vient les trois équations suivantes : 

kx' -h B/ -h C2' -h D = o, 
kx" H- B/' + Cz" + D = o, 

kx'" -h Bf -+- Cz'" -f- D = o, 

ART 
au moyeu desquelles on détermine les quantités î^? p. î f.'» 

et on trouve ^ 

A _ z^ (/^ -- r'" ) - ^^^ f J^ - r'" ) + ^" {y - y" ) 

D "" .r' ( j" z/" — y'" z" ) — x" (y' z'" -^f" z' ) + x"' (/ z" — y" 2/ )' 

B _ x' {z" — z") — a;^^^ — z'") 4- ^^^ (z^ — z") 

ï>'~'x'[y"z"'--y"'z")—x"[y'z"'---y"z')-^x"'[yz"''y"zi 

C _ / [x"---x"') —y" [x' ^ x'") -\-y"'{a! —_x"y 

^-^ x' [y" ^" — y'" z" ) — x" {y' z!" ^ y'" 7!)'\-x"' {y' z" ^ y" -J) 

Il est aisé de voir que si Ton voulait déterminer les 
équations des projections d'une droite qui passe par deux 
points donnés, oa y parviendrait d'une manière ana- 
logue, en substituant les coordonnées de ces points, dans 
les équations générales x-= az -^ tx^y =zhz -\-^\ et l'on 
trouverait ainsi 



z' ---z' 



X^x'^'^—^^iz^z'), y^y'^^l-JL.[z^z') (88). 



180. Pour reconnaître quand deux lignes données sont 
dans un même plan, ou, ce qui revient au même, se 
coupent, il faut s'assurer si les indéterminées a: , y el z 
peuvent être communes aux quatre équations des projec- 
tions de ces droites [CompL, 19) -, or il est évident qu'en 
éliminant x, y et 2 , il restera une équation qui expri- 
mera la condition sans laquelle les équations des droites 
proposées ne sauraient avoir lieu pour le même point. 
Soient 

X -=. az -{- y. \ .r =z a' z -^ X \ 
y — /;3-4-p l j= h'z-{-fi' ( 
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les équations de ces droites ; on en tirera sur-le-cbamp 

et éliminant z , il viendra 

(a' — a)(è'— ^)— (p'— p)(«' — o)=:o. 

181. Deux plans qui sont parallèles ont leurs com- 
munes sections, avec chaque plan coordonné, respect i- 
vemenl parallèles entre elles (CompL, IS) 5 mais si 

A^4-Bj-f-C3 4-D = o, A'^-f-B'j-hC'z-H D'= o 

représentent les équations de ces deux plans , leurs com- 
munes sections respectives avec les plans des x et z ^ et 
des jr et. z , auront pour équations 

Aa;-f-C3-h D = o, A'a;-{- C'a -f-D' = o, 
B/-t-Cz + D = 0, B'j-t-C'z-+-D' = o, 

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 

A A' B B' .... 

c=c' c = c^ (®^)- 

Tirant de ces dernières les valeurs de A' et de B', ou 
obtiendra, pour l'équation du plan parallèle au premier, 

C 

— ( A^ -h B7 -t- Cz) + D' trr o. 

On achèvera de déterminer le second plan , en suppo- 
sant qu'il doive passer par un point dont les coordoniiécîs 
soient x',j^', z' : on aura 

^ ( Ao:' + B/ + Cz' ) 4- D' = o; 

retranchant cette équation de la précédente, D' dîspa- 

C . . 
raîtra , et divisant alors par —5 il viendra 

A ( o: — x' ) 4- B (7 — >' ) -h C (z — z' ) - o. 



l'JO Al»PKiNDICi:. 

Il es l à propos de remarquer que si l'on regarde A , B, C 
comme des quantités quelconques, Téquation ci-dessus 
sera commune à tous les plans qui passent par le point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs pro- 
jections , sur chacun des plans coordonnés , sont respec- 
tivement parallèles (CompL^ 20), leurs équations seront, 
dans ce cas , de la forme 

x = rt2 H- a i X 7= az -\- ot! \ 

Si la seconde doit passer par le point dont les coor- 
données sont x' ^ y' et z' , on aura, pour déterminer 
a' et |5', les équations 

x' = az' -h a' et y' = ^^ + P', 

dont on tirera, en opérant comme tout à l'heure, 

X — x' •=. ai^z — z' ) , y — j' = ^ ( 2 — z'). 

182. Pour trouver Téquation d'un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée, il faut se rappeler qu(^ les 
communes sections de ce plan, avec chacun des plans 
coordonnés, sont perpendiculaires aux projections de la 
droite donnée [CompL, ÎÎ2). Soient 

X z=i az -\- OL. Y =■ hz -\- ^i 

les équations de cette droite , et 

Aa: + Bj -f- Cz -t- D = o 

celle du plan cherché ; les communes sections de ce der- 
nier, sur le plan des x et r: , et sur celui des r et z, se- 
ront représentées par 

Aj: -f- C3 -h I) = o ou X = ^ 

-\ A 

• V #1 «-v \.tZ \} 

!> ) -}- C ?. 4- D = o ou ) — — : 

• B B 
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et, pour que ces droites soient perpendiculaires aux pro- 
jections de la droite donnée, il faudra qu'on ait 

Substituant les valeurs de A et de B, tirées de ces é([na~ 
tions , dans celle du plan cherché , on aura 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordonnées 
sont x\ y' et z\ son équation deviendra 

rt (or — jp') H- ^ (7 — /) -h D = G. 

Si l'équation du plan était donnée, et qu'on deman- 
dât celles de la droite qui lui est perpendiculaire, il fau- 
drait alors remplacer « et i par les valeurs indiquées ci" 
dessus \ il viendrai t 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par A x -f- Bj -hC.2-hD = o, et assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont x', > ' 
et z\ 

183. La distance entre l'origine A et le point M (^g'. 70) 
dont les coordonnées sont a?, y et z, a pour expres- 
sion 

V ApV PM'V MM'' = y/jc'-hr' + z' {CompL, 24). 

Celle de deux points quelconques M et m s'obtient en 
prenant PO = pm', M/N = m'/n, et en considérant les 
triangles w'OM' et wNM, rectangles l'un en O, l'autre 
en N : il en résulte 



—t 



/;/'M' = m'O + M'O, /;/M =r wN -f- MN ; 
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mais cil désignant par x', j\ z' les coordonnées 
point m , il vient 

et , observant que mN = m' M', on trouve • 



m M =r ^{x — x'Y 4- (r — /)' -h (^ — z'y, 

m 

184. Ceci mène à l'équation de la sphère, puisque ton 
les points de sa surfece devant être également éloignés J 
sou centre, si l'on suppose d'abord qu'il soit h rorigined 
que le rayon soit r, on aura, dans tous ces points, 

et si les coordonnées du centre sont x' ^ y\ z\ il viendri 

{x - x'f 4- [y-yy + (2 - z'Y = r\ 

185. Ce qui précède fait trouver d'une manière trtV 
simple l'expression du cosinus de l'angle compris entr 
deux droites données. Soient 

X — x' =.n[z — z') \ X -^ x' :=z a' [z— z') 

j-y=3^(z~z') j' y^yr=b'[z^z') 

les équations des projections de ces droites qui se conpoi 

au point dont les coordonnées sont x', y' et z' -^ si l'o 

imagine qu'elles se meuvent parallèlement à elles-mêmes 

jusqu'à ce que leur point d'intersection soit à Torii^inc 

leur angle ne tliangera pas, et les équations ci -dessus i 

réduiront à 

X z= az \ X ■=. a! z 

y=zhz y y z=: b' z 

Si l'on conçoit ensuite une sphère qui ail son centre 
l'origine, et dont le rayon soit représenté par r, la dii 
tance des points où sa surface coupera chacini des c6t< 
de l'angle cherché , sera évidemment la corde de cet angl 
On trouvera les coordonnées du point de rencontre de 



f 
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s^remière droite avec la surface de la* sphère, en détermi- 
nant x^ jr et z par les équations de cette droite et par 
"••«^lle de la sphère ; on aura ainsi 

ar br r 

^ = -===5 r= / — -i 2= , : 

Jnommant x\ y' et z^ les coordonnées du point de ren- 
ïcontre de la seconde droite avec la surface de la sphère , 
fon aura de même 

x' = -7 - . —- 9 r = 



\ -'- 

\ v/' + «" + ^" 

' L'expression du carré de la distance de ce point au précé- 
dent sera (x — ^')* -f- (^ — y^y~^(^ — ^^V''> et en y 
mettant pour x — x\ jr — y\ z — z\ leurs valeurs , on 
trouvera , après les réductions , 

_,r ^{i-^aa^ + bb') 1 

l y/(i + «»+ b' ) (j ^ a'' ■+• b'') } 

Mais en nommant V Fângle cherché, sa corde sera 

v/aR»— aRcosV (15), 

R désignant le rayon ^ et faisant ce rayon = i , on aura , 
pour le carré de la corde ,2(1 — cos V ) 5 puis , comparant 
avec l'expression trouvée ci-dessus , dans laquelle on fera 

aussi r = I , il viendra 

I -t- aa' -+• bb' 

cos V ""T \ » 

V^(i-ha»+ ^')(i -\-a'^-^b"^ 

11 sera facile de déduire de là 



. ^^ sl[ab'--a'bY-\'{a —a'y'\-[b^b'y 

sin V = ■ . -= 

sj[i^a'^b')[i-\-a''-\-b'') 

TRIGONOMÉTRIE, 10® eV//7. iB 
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Pour que les deux droites proposées soient peqpendîcu- 
laires, il faudra qu'on ait cos V = o, et, par conséquent, 
I -h aa! -h hV = o. 

186. C'est ici le lieu de parler des relations qui existent 
entre les angles que fait une droite quelconque avec les 
axes des coordonnées , parce qu'on les a introduites avec 
beaucoup de succès dans la Mécanique, et qu'elles donnent 
plus de symétrie aux équations de cette droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du nu- 
méro précédent, je suppose que la seconde droite donnée 
soit l'un des axes, celui des x par exemple : dans ce cas, 
on aura ^ = o, quel que soit x\ ainsi, i' = o. Obser- 
vant ensuite que, d'après l'équation x = a'z^ a' dé- 
signe la tangente de l'angle que fait avec l'axe des z la 
projection de la ligne dont il s'agit (86) , angle qui est 
droit quand cette ligne coïncide avec l'axe des a:, on verra 
que flf' est infini (24). La supposition de 6' = o réduit 
d'abord l'expression de cos V à 

^ B^^l- . I II • 

v/(i + «*-+- 6') (i-f-fl'»)' 

et, en divisant ses deux termes par a'^ on lui donnera la 

forme 

I 

a 



v/('+«'+*')(^+') 

puis , en y faisant a' infini , elle deviendra 



a 



v/i-h a' H- b^ 



Telle est l'expression du cosinus de l'angle que la pre- 
mière droite donnée fait avec Taxe des x. 

On trouvera de même pour l'axe des j, par rapport au- 
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quel a' = o, et i' est infini, 

b 



^ i-\- a^ -^ b' 



Pour l'axe des z , par rapport auquel a' = et i' = o, 

on obtiendra 

I • 



V^i -h fl*-h b^ 

En désignant respectivement par a , j3, y les trois angles 
dont je viens d'indiquer le cosinus , on aura 

cos a = -^== 5 ces p = 



V^i -h «'4-^' V' I -f- rt' 4- 6» 



cos 7 = 



V^i -+- a? + 6» 

Si l'on carre ces trois équations et qu'on les ajoute, il 
viendra 

cos a' -h ces S' H- cos 7' = r- = i , 

comme on Fa remarqué dans le n° 59 du Complément des 
Éléments de Géométrie. 

187. L'expression de cos y donnant 

v/i -+- fl' 4^ b^ = 5 

' cos 7 

si l'on substitue cette valeur dans celles de cos a et de cos (3, 

on en tirera 

cos a , cos Ô 

cos 7 cos 7 

et les équations de la première droite donnée devien- 
dront 

[x — x') cos 7 = ( 3 — z) cos a , 

(7 — jr')cos7:=(z — z')cosp. 

Si l'on substitue ensuite les valeurs de a et de Z> dans 

18. 
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réquation du plan perpendiculaire à cette droite, savoir 

dans 

fl(ar-.y)-f-^(/ — /)-+-«— «' = (182) , 

on obtiendra ce résultat très-symétrique : 

(x — y) cosa -4- (/-f-y)cosp + (2.— z')cos7 = o« 

Enfin, si l'on désigne«par a', jS', y' les angles qu'une 
seconde droite fait avec les axes des coordonnées , ce qui 
donnera 

COS a' , , CCS fi' 

a' = 7 > a = S > 

cos 7 cos 7 

l'expression du cosinus de l'angle que celte seconde droite 
fait avec la première (185) , se changera en 

cos V =: cos a cos a' H- cos p cos p' 4- cos 7 cos 7' , 

si l'on observe que 
cosa'-f-cosp*-f-cos7'=:i, cosa"4-cosp'*-f-coS7'' = 1. 

188. L'utilité de ces formules peut faire désirer de les 
obtenir immédiatement, ce qui est facile par les considé- 
rations géom^riques. 

i^. En supposant que la droite donnée soit transportée 
parallèlement à elle-même, à l'origine dès coordonnées , 
et représentée par AM {fig. 74) » on observera que le 
triangle APM est rectangle en P, puisque le plan M'PM" 
est perpendiculaire à Taxe AB, et l'on en conclura 

COsPAIVIrr— . = ,_=:^,^_ . . , 



en mettant pour AM, y/x* -f- x' "+" ^' (^83), et pour x 
et y leurs valeurs az et bz. 
On trouverait de même 

cosQAM = ^= , ^ =-. ,'' 

cos RAM =^= ' ' 



AM y'j.» _^ ^2 _,. .7 ^/i+rtî^.^: 
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Ainsi on parviendrait sur-le-champ, par ce moyen, à la 
relation 

CCS F AM + ces QAM H- ces RAM = i . 

2^. Les triangles APM, ARM donnent 

AP = AM ces PAM , AR = AM cos RAM ; 

et comme AR = PM", il viendrait 

AP cos PAM ,, , X cos a 

£- =z 5 U ou — = — — î 

PM" cos RAM z COS7 

en représentant par a et 7 les angles que la droite AM fait 
avec Taxe des x et celui des z. On aurait de même 

y cos p 
z cos 7 

j3 désignant Tangle compris entre la droite proposée et 
Taxe des y, 

3**. Enfin on indique quelquefois une droite par l'angle 
MAM' qu'elle fait avec sa projection sur le plan des x 
et j^ et par l'angle M'AP que fait cette projection avec 
l'axe des x. Soient 6 le premier angle et 9 le second; 
on aura 

MM' = AM sin MAM% ou s = AM sin 9 , 

AM' = AM cos M AiVr , ou AM' = AM cos ô , 

PM' = AM'sinM'AP, ou / = AMcos ôsiny, 

AP = AM' cos M'AP, ou x = AM cos cos tf . 

Si l'on rapproche ces dernières expressions de x, dej^ 
et de z , de celles qui résultent des équations 

x cos a X cos p 

z cos y z cos y 

en faisant attention que y, désignant l'angle RAM, est le 
complément de MAM' ou de d , il viendra 

cos 7 = sin , cos ^ =: cos sin ^ , cos a =r cos B cos tf . 

En carrant ces dernières équations et les ajoutant, on 
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retrouverait encore, comme ci-dessus, 

CCS 7' ■+• CCS P' -f- CCS a* = I . 

En faisant AM = r, on a , par ce qui précède , 
z = r sin ô , yz=ir cos 8 sin ^ , x •=. r cos Ô ces y ; 

et alors le point M est déterminé par le rayon vecteur r, 
les angles d et f , qui sont les coordonnées polaires , dans 
l'espace (149). 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que toutes 
ces relations rentrent dans des résolutions de triangles 
sphériques rectangles (58). Voyez aussi la note C à la 
fin du livre. 

» 

189, Le cosinus de l'angle que deux plans quelconques 
font entre eux se déduit immédiatement du n° 185 5 car 
cet angle est égal à celui que font deux droites menées 
perpendiculairement à chacun des plans proposés , par un 
point quelconque de leur commune section [Compl, ,46). 
Ces plans étant représentés par les équations 

Aa:-f-Bj4-C2J-|-D = o, A'^ir-h B'/H- C'z ;+- D' = o, 

si l'on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine des 
coordonnées , leur angle ne changera pas , et leurs équa- 
tions se réduiront à 

Ax-hBy-hCz = o, A'x-hB'x -hC'z = o; 

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement à 
chacun d'eux , par ce point, seront (182) 

A A' 

B B' 

Substituant donc , dans l'expression de cos V, au lieu de a 
ci b, de a' cl i', les valeurs que donnent ces équations, 
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il viendra 

AA' + BB' + CC 



CQS V = 



v/( A» -h B^» -h O) ( A'^ -+- B'» -f- C") 



Si l'un des plans proposés, le second par exemple, 
était celui des x çt y, sur lequel on ai toujours z = o , il 
est évident que A' et B' deviendraient nuls dans cette 
supposition, et que cos V se réduirait à 



v/A* 4- B» + C' 



On trouvera de même que le cosinus de Tangle formé 
par le premier plan proposé, avec celui des xei z^ pour 
lequel jr = o, A' = o et C = o , sera 



B 



s/ A' 4- B» -h C 



et que le cosinus de l'angle du même plan avec celui des j^ 
et z , pour lequel x = o^ B' = o, C' = o, sera 



V^A» 4- B^ 

Dans le cas où les deux plans proposés seraient perpen- 
diculaires entre eux, on aurait cos V = o 5 et, par consé- 
quent, AA' -H BB' -H ce =0. 

Des surfaces du second degré. 

190. Les surfaces , de même que les lignes , se divisent 
en ordres, suivant le degré de leurs équations. Le plan est 
la surface du premier ordre , parce que son équation ne 
monte qu'au premier degré. Les surfaces du second ordre 
sont toutes comprises dans l'équation 

Ax- -hHy^-hCz^ + 2Dj:/4- 2Exz-h 2F7Z i __ 
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la plus générale qu'on puisse former dans le second degré, 
avec les troîs indéterminées x^ j el z. 

En résolvant cette équation par rapport à l'une de ces 
lettres, à z par exemple, on trouvera 

Ej:-+-Fr-|-K 

z z=z 

C 

±:^v/[(K»-f-CL) +2(EK-CG)x-+-2(FK — CH)j 



+ ( E' — AC ) x^ -h 2 ( EF — CD ) jcr + ( F' -- BC ) /'] . 

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan des x 
eiy répondent deux points sur la surface proposée, et que, 
par conséquent , chacune des valeurs de z pruduit , par 
la substitution de toutes les valeurs possibles de x et àey^ 
une portion de surface qui est, par rapport à la surface 
totale, ce que sont les branches d'une courbe par rap- 
port à cette courbe : on donne à ces portions le nom de 
nappes. 

On remarquera d'abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l'ordonnée d'un plan tel , que 
si Ton en faisait partir les ordonnées de la surface, en 
posant 

Ej7-4-FrH-K 



l'indéterminée u aurait deux valeurs égales , l'une positive 
et l'autre négative : le plan dont il s'agit est donc, pour les 
surfaces du second degré , ce qu'est un diamètre par rap- 
port aux courbes de ce degré. 

On se ferait difficilement l'idée de la forme que doit 
aflccter une surface dont on a l'équation, si Ton n'en 
considérait que des points isolés 5 mais , au lieu de cela , 
on imagine une infinité de sections faites dans cette sur- 
face par des plans que , pour plus de simplicité , l'on prend 
])arallèles à l'un des plans coordonnes : le cours de ces 
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diverses courbes étant connu , leur continuité rend sen- 
sible la forme de la surface proposée. 

Tous les points d'un plan mené parallèlement à celui 
des X et jr^ k une distance désignée par a , étant compris 
dans Téquation z = a , si Ton substitue cette valeur dans 
Téquation générale des surfaces du second degré, le 
résultat 

-+-2(Ert + G)a:4-2(F«H-H)r ) ^ 

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordonnées 
du plan des x et y, pour les points de la surface proposée , 
distants de ce plan de la quantité a , et appartiendra donc, 
sur le plan des x et jr^ à la projection de la courbe dans 
laquelle le plan dont l'équation est z = a rencontre la 
surface du second degré ; et comme ce plan est parallèle à 
celui des x et y, on voit évidemment que la section faite 
dans la surface même ne différera pas de sa projection sur 
le plan dont il s'agit. 

En prenant pour a diverses valeurs , on aura diverses 
sections parallèles au plan des xei y : si l'on fait flf = o , 
l'équation résultante 

-h sGj: -h 2H^ ) 

donnera la courbe du second degré, dans laquelle la 
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au plan des x 
et ^ et à celui des y et z. 

On conçoit facilement , et l'on en a d'ailleurs vu 
l'exemple sur la sphère (484), que les surfaces, suivant 
qu'elles sont placées d'une manière plus ou moins symé- 
trique , par rapport aux axes des coordonnées , ont des 
équations plus ou moins simples , et que , par conséquent , 
pour analyser les différentes espèces de surfaces que peut 
représenter Téqualion générale du second degré , il faut 
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d'abord la débarrasser des termes qui ne dépendent que de 
la situation particulière des axes des coordonnées , ce qui 
peut se faire , soit en discutant le radical, d'une manière 
analogue à celle qu'on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n°* \\i -120, soit en construisant des 
formules générales pour la transformation des coordon- 
nées dans l'espace, et en disposant, comme dans les 
nO» 125-127, des quantités relatives à la position des 
axes, pour simplifier, autant qu'il est possible , l'équation 
générale. On peut consulter, sur ces détails qui sortent 
entièrement des éléments , le chapitre V du premier 
volume de mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral. 

191 . Je ferai seulement remarquer qu'on peut tirer du 
n^ 185 l'équation du cône droit placé dans une situation 
quelconque par rapport aux plans coordonnés. 

En effet , le cône droit étant engendré par le mouvement 
d'une ligne droite assujettie à tourner autour d'une autre, 
en faisant avec elle un angle constant, si l'on désigne par 
a , ^ , y les coordonnées du sommet , qu'on prenne pour 
la droite fixe, ou l'axe du cône, les équations 

7— P = ^(« — 7)> 
pour la droite mobile, ou le côté du cône, les équations 

X — 0L-=:z a' [z — 7), 
j-p = 6'(*-7), 

le cosinus de l'angle de ces droites sera 

I -f- ««' -h bb^ 

comme il doit être constant , on le représentera par c , puis 
on observera que /? . /? , appartrnanl à Taxe du cône, dcsi- 
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gncnt des quantités connues, et que 



or — a . __jr — p 



b = 



Z — Y z — y 

En substituant ces valeurs, on formera Tëquation 



(^)-(î^) 



1 -h a 
qui se réduit facilement à 

en faisant, pour abréger, v/i + a' -4- i' = m. 

Si Ton place le sommet à Torigine des coordonnées , on 

aura 

a = o, p = o, 7 = G, 

ax -i- by -{- z 



= €, 

m 



^ J7* + /' -I- 3* 

Si l'on fait coïncider l'axe du cône avec Taxe des z , il 
vient a = o, i = o, m = i, puisqu'on a sur cet axe 
yz=o^ ar = o, quel que soit z; et l'équation ci -dessus 
se réduit à 



^ x^ -h /' -H z"' 



Cy 



( * ) Il est aisé de voir que si Ton faisait « = o dans cette équation , le 
résultat, qui appartiendrait à la section du cône par le plan des x et Xf 
prendrait la forme de l'équation générale du second degré à deux in- 
connues , et qu'on pourrait , par ce moyen , montrer algébriquement l'iden- 
tité des courbes du second degré avec les sections faites dans un cône droit 
par un plan ; mais cette voie serait beaucoup plus compliquée et moins 
générale que celle qu'on a suivie dans les n®" ISI- iiS6, puisqu'on y a 
considéré un cône quelconque. D'ailleurs, le calcul pour un cône oblique 
à base circulaire se trouve dans V Appendix de supcrjiciahus , placé à la fin 
du second volume de Vlntroduciio in annijsin infinitorum d'Kulor, impri- 
mée en 17/1S. 
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de laquelle on lire , par réiévalion au carré , 

En faisant dans cette équation z = n, elle devient 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est dans 



c^ 



que toutes les sections faites par un plan parallèle à celui 
des X eijr^ dans le cône proposé , sont des cercles, ce qui 
est d'ailleurs évident par la nature de ce cône. 
On tire de l'équation ci-dessus , 



\/l — c» 



il est facile de voir que \ i — c' est le sinus de l'angle 
que fait le côté du cône avec Taxe des z , et que , par consé- 

c 
quent , / ^ est la cotangente de cet angle , ou la tan- 

gente de celui que la même droite fait avec le plan des 
X et y. 

Si l'on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de l'axe des z , cet axe coïncidant toujours 
avec celui du cône , on aurait 






V^i — c» 



y/T'-i--» 



En faisant z = o , on obtiendra l'équation de la courbe 
suivant laquelle le cône rencontre le plan des x et y, et 
qu'on peut regarder comme la base. Cette équation sera 

ou 






1 - — 



M. « * 



«t >= 



% 



l'é 



4 






se clrnigr ■■! alors «i 

cr 



peat être mise sous la forme 



L^4r --: 



^ % 



X VI — ^ — cr =r r \ 4P* -4^ ^i^* 
Dans le cas où c = i, elle se réduil à 

r* =: X* -4- V*. 

192. Cette dernière équation , qui ne contîont pUw f\\\v 
deux des trois coordonnées , appartient néannioinn i^ U 
surface cylindrique dans laquelle so transformo lo vfiwt^ ^ 
lorsque son sommet s'éloigne k Tinfini \ ckv^c dt^ignnnt lo 
cosinus de Tangle formé par la droite géiu^rairicu du riSnn 
et son axe, Thypothèse de c = i rond ool aiigU^ mil vi 
établit le parallélisme des deux droites dont il n^ngit. La 
première, en tournant autour de la seconde , dchu'il dono 
la surface d'un cylindre droit, porpendiculairo un plan 
des X et j, et ayant pour base, sur co plan , lo oc^rrio dcMil 
le rayon est r, et dont le centre est h rorigiiin don l'oor- 
données. 

Ceci conduit à remarquer qu*uno équation (|n()lroiM|iM« 
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qui ne contient que deux des trois coordonnées, et qui, 
sur le plan de ces coordonnées , ne désigne qu'une courbe, 
appartient, dans l'espace, à une surface , puisque la coor- 
donnée qui n'entre point dans cette équation , se trou- 
vant indépendante des deux autres, a une infinité de 
valeurs pour chaque point du plan cité; et ces valeurs 
répondent à tous les points de la droite élevée perpendi- 
culairement au plan coordonné par le point que l'on y 
considère. 

L'ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur chaque 
point de la courbe constitue une surface cylindrique _, en 
donnant à cette dénomination toute l'étendue qu'on lui 
assigne dans le Complément des Éléments de Géométrie, 

Des courbes considérées dans r espace, 

193. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace, 
elles résultent toujours de l'intersection de deux surfaces, 
de même que la ligne droite résulte de la rencontre de deux 
plans (178). On peut, par exemple, indiquer un cercle, 
en donnant la sphère dont il fait partie et le plan qui la 
rencontre. Si l'on suppose que la sphère ait son centre à 
l'origine des coordonnées, et que le plan soit quelconque, 
le système des équations 

(i) :r» -f- j'* + z» = r% 

(2) A47-hB^-hCz=D, 

appartiendra au cercle , suivant lequel se rencontrent la 
sphère et le plan proposé , puisque ce système ne convien- 
dra qu'aux points qui se trouvent en même temps sur 
l'une et l'autre surface. 

Il est visible qu'on peut transformer le système des 
équations (i) et (2) en une infinité d'autres qui soient 
équivalents-, mais, le plus souvent, on élimine alternative- 
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ment une des trois indëtermiDées j, i , r, et 1 ou «dMktit . 
entre ces quantités combinées deux à deas« trois é({iui« 
dons qoi appartiennent anx projections de la coarl^ 
cherchée, sur chacun des plans coordonnés. 
Dans rexem|Je ci-dessus , on a 

/D — Ax — Br\^ 

'-+^+( c — ")='^' 

/D — Ax— C«\' 
/D — Bv — Bs\» 

^'-^''^i ï )='=• 

deux quelconques de ces équations donnent la troisième : 
elles appartiennent (138) à des ellipses qui sont les pro- 
jections du cercle, sur chacun des plans coordonnés 
(CompL, 63). 

Pour concevoir nettement de quelle manière une courbe 
est représentée par les équations de ses projections, il 
faut considérer que ces équations appartiennent à des 
surfaces cylindriques élevées perpendiculairement sur les 
projections (192) , de même que les équations des pro- 
jections d'une droite désignent aussi ses plans proje- 
Unts (178). 

Il suit de là que la courbe proposée résulte de Tinter- 
section des surfaces cylindriques élevées sur deux de ses 
projections [CompL, 77). 

194. Dans le plus grand nombre de cas, l'intersection 
de deux surfaces courbes ne saurait avoir tous ses points 
dans un même plan , et forme alors une courbe à double 
courbure : telle est , par exemple , Tîntersection d*unc 
sphère et d'un cylindre droit , lorsque Taxe du cylindre ne 
passe pas par le centre de la sphère. 

Si l'on suppose que la sphère ait son centre a T ori- 
gine , et que Taxe du cylindre étant parallèle à celui des z^ 
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sa base, sur le plan des x et j, soit un cercle passant 
par l'origine, et ayant pour diamètre Taxe des x, les 
équations des surfaces, contenant la courbe proposée, 

seront 

jpj _l_ j» 4- 2;2 __ r\ 

7,ax — j;* = j% 
et Ton aura , pour les projections en x et j^, en x el z ^ 

7.ax — X* = /% 

Le centre de la sphère se trouvant sur la surface du 
cylindre, la courbe proposée pourrait se décrire en fixant 
une pointe de compas sur cette surface, et faisant tour- 
ner l'autre sur la même surface , avec une ouverture égale 
au rayon de la spbère (CompL, 77). 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra , il faut 
déterminer les coordonnées/ et z au moyen dé l'abscisse a:, 
par les équations des projections, qui donnent 

X =■ \7,ax — a?', z = ^r' — 7>ax» 

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en assi- 
gnant les cas dans lesquels ces coordonnées deviennent 
imaginaires -, or on ne trouve de valeurs réelles pour j que 
depuis X = o jusqu'à j: = 2 a , et pour z , depuis j: = o 

jusqu'à Jt: = - — ? du côté positif, et depuis x = o jusqu'à 

l'infini, du côté négatif 5 mais il est évident qu'il ne faut 
prendre que la partie de l'abscisse a:, commune aux deux 
projections, puisqu'il suffit qu'une des coordonnées de- 
vienne imaginaire pour que la courbe ait atteint sa limite : 
elle ne s'étendra donc que depuis a:= o jusqu'à ce que x 

égale la plus petite des quantités 2 a et — • 

La considération des projections elles-mêmes confirme 
ce résultat. L'équation en XQly^ appartenant au cercle 
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AE'F'e' [Jig' 75) , qui sert de base au cylindre, et celle 
qui renferme .r et z, appartenant à la parabole WVh"^ 

dont le paramètre = 2a, et la distance AI' = — > il est 

évident qu'on ne peut employer à la description de la 
courbe proposée que les portions E'Ae' et H"I'A", qui 
correspondent à la partie AF de l'axe AB. 

195. Enfin, pour s'assurer que la courbe proposée n'est 
pas plane , il faut chercher si elle ne peut être rinlersec- 
lion d'aucun plan , avec l'un quelconque des cylindres éle- 
vés sur ces projections. Eu désignant par 

Ajt -h Bj 4- Cz = D 

l'équation d'un plan quelconque , son intersection avec le 
cylindre élevé sur la parabole H''I'/i''sera représentée par 
les équations 

Ajc4- Bj-I- C2;=D, 

la projection de cette intersection , qui aura pour équation 
sur le plan des y ei z , 

(r^ ^ Z-) 

Ai ^ -+- Bj 4- Cz == D, 

2a 

devra coïncider dans tous ses points avec celle de la courbe 
proposée , sur le même plan des y et z , et dont Téquation 
est 

or on tire^de la précédente 

2flD — Ar' — 2aC5 -h Az' 

il faudra donc que, pour toutes les valeurs de z , on ait 

2flD — Ar' — 2flCz-f- A2-\' , , [r'^^z-'Y 

2flB / 4« 

TBIGONOMETRIE , lO" éfiU. U) 
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En développant ce résultat, on lui fera prendre la forme 

P2i« 4- Qz'-hR3*H-SzH-T = o, 

les lettres P, Q, R, S et T désignant les coefficients for- 
més des quantités A, B, C , D ^ et , pour que cette équa- 
tion soit vérifiée indépendamment de ^ , il faudra qu'on 
ait séparément 

P=o, Q=o, R=o, S=o, T=o. 

. Pour satisfaire à ces équations , on ne peut disposer 
que des trois coefficients nécessaires de l'équation du 
plan coupant (176). Si l'on effectue le calcul, ou trou- 
vera 

P = A' -h B% 

Q= — 4i3AC, 

R = 4«'C' -+- 4a AD — 2 r' A» 4- (4fl' — 2r») B% 

S =(4flr'A — 8fl'D)C, 

T = 4û'D' — 4fl/-'AD H- r< A' — (4«'r* — r*) B% 

et l'on verra que P ne saurait disparaître, à moins qu« 
A = o, B= o, conditions dont la première fait encor^^ 
évanouir Q 5 mais il reste 

R = 4a'C% S = — 8a*DC, T=4a»D% 

qu'on ne peut rendre tous nuls , parce qu'il est impossibles 
que C soit zéro en même temps que A et B : il n'y a donc^ 
aucun plan qui comprenne la courbe proposée 5 et, si l'or», 
voulait déterminer ^ par l'équation ci-dessus, on n'aurai c 
au plus que quatre valeurs , en sorte que la courbe pro^ 
posée ne saurait être coupée par un plan , en plus de quat r<3 
points. 
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NOTE A, page lo. 

Dans le tome XI des Annales de Mathématiques pures et appliquées ^ M. Ger- 
gonne a inséré (à la pag^e 323) le procédé suivant, donné par M. Sarrus, 
pour parvenir, presque sans construction, aux expressions de sin (adczb) 
«t de ces (adzb) qui , jointes à la relation sin a* •+- cos a' = R' ( 10) , sont 
le fondement de toute la théorie des lignes trigonométriques. 

Soient deux arcs quelconques AM = a , AN = b {Jig. 76 ) et qu'on tire 
la corde de l'arc NOM = a — b; on aura par lo ti'iangle NMG , rectangle 
en G, 

Mn'=NG -+-Mg'=(CQ-CP)' + (PM-NQ)«, 

ce qu'on peut écrire ainsi : 

[corde (a — &)]* = (cos&— cosa)'-|-(sin a — sin&)' (A). 

Prenant le rayon égal à l'unité , ce qui donne 

sin fl' 4- cos fl* = I , sin &' -i- cos 6' = 1 , 

et développant, il viendra 

[corde {a — b)]* = -i —2 cos a cos & — 2 sin <i sin fc . 

Quand on fait 6 = 0, il en résulte 

( corde a )' = 2 — 2 cos a , 
formule qu'où peut appliquer à un arc quelconque : on a donc aussi 

[corde (a — &)]'=: 2 — 2 cos {a — ù). 

Cela posé, i° en égalant cette dernière expression à la première, divi- 
**ant l'équation par 2, et changeant les signes, on obtient 

cos (a — i) =1: cos a cos fc -H sin a sin A (l). 
a». En changeant 6 en a — & , il vient l'équation 

cos b = cos a cos (a — h) -{- sin a sin {a — b), 

'l ni , par la substitution de la valeur de cos {a — b) tirée de l'équation ( I } , 
<ïonnc 

cos b =z cos a' cos b -4- cos a sin a sin b -f- sin a sin {a — b). 
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Remplaçant ici cos a* par sa valeur i — sin «', réduisant et tirant la valeur 
de sin ( a — ft ) , on trouve 

sin ( a — ft ) = sin a cosb — sin b cos a (II). 

:5o. Enfin, changeant a en a -h 6 dans les équations (I) et (II), on 
parvient aux suivantes : 

cos a = cos (« -h fc) cos & -+- sin (a -f- 6) sin i, 
sin fl = sin ( a -h i ) cos b — sin b cos ( « -+- A ) , 

qui , par l'élimination , doiAent successivement les valeurs de cos (uH-fc) 
et de sin(a-\-b)y conformes à l'énoncé du n^ 11. 

L'auteur de ce procédé se borne à ce qu'on vient de lire , parce qu'il 
s'appuie sur un principe d'application de l'Algèbre à la Géométrie , exposé 
au nO 76 de ce Traité; mais on y supplée par l'examen des diverses situa- 
tions respectives que peuvent avoir les points M et N, et qui ne font que 
changer en + un ou deux des signes — compris dans les parenthèses du 
second membre de l'équation (A). 

Quand ces points ne tombent pas du même côté du diamètre BB\ c'est 
un cosinus qui change de signe , et un sinus lorsqu'ils sont l'un au-dessus 
et l'autre au-dessous du diamètre AA'. En effectuant les calculs dans ces 
divers cas , ce qui ne présente aucune difficulté , on voit que les fon^ules 
se modifient de la même manière que l'indiquent les considérations des 
no« 22 et 25. 



NOTE B, page 45. 

Au lieu de chercher, comme à l'endroit cité, l'expression de sin -C, 
on pourrait trouver tout de suite celle de sin C; ca» on a d'abord 

sm C = I — cos C = I — i .-,-7, — - : 

-/( <i* 6' 

puis , réduisant le dernier membre au même dénominateur, on obtient 

sin C = , 

.| a- b* 

dont le second membre se décompose en facteurs, dans la forme 

(2fl&H-fl«H-i» — c») ('2ab—a} — b'-^c') 



/,rtH» 




4 a^ />» 




(<,_+_ ;;.j- r ; ( a-\-h ^ c) [c -\- a — b) (c 


— a-^b^ 


\ { n-^h-^c. {a-^h — c) {c-hn — h) 


U' — a-t-h) 



rt* b 
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et si l'on fait, comme dans le numéro cité, a-i-b-hc = f^ on aura enfin 



ab 

Cette formule , renfermant quatre facteurs sous le radical , est moins 
simple que celle du texte , et elle a de plus l'inconvénient de ne pas faire 
connaître si Fangle cherché est ai{;u ou obtus, puisque le sinus d'un angle 
est le même que celui de son supplément (22), tandis que la moitié du 
plus grand angle obtus étant nécessairement moindre que i7,on obtien- 
dra toujours, sans ambiguïté, la valeur de l'angle | C par celle de son 
sinus. 

En examinant les différents cas que présente la résolution des triangles 
rectilignes obliquangles , on voit aisément qu'il n'y en a qu'un seul où le 
triangle proposé n'est pas entièrement déterminé , quoique l'on y connaisse 
trois choses parmi lesquelles se trouve un c6té ; c'est quand on a deux 
côtés et un angle opposé à l'un de ces côtés : par exemple, les côtés a et c 
et l'angle A {Jîg. 16); car alors la proportion a : c i: sîn A : sinC (54) ne 
(ai^nt point connaître si l'angle C est aigu ou obtus, les données con- 
viennent à deux triangles différents, pour l'un desquels la perpendiculaire 
abaissée du point B, sur le côté &, tombe en dedans, et pour l'autre en 
dehors {Élém. de Géom., 5iî). 

Ce n'est pas tout encore que la rigueur mathématique des formules , 
lorsqu'il s'agit de les appliquer : il faut , de plus, rechercher la commodité 
des calculs et l'exactitude numérique des déterminations. 

Sous le premier rapport, il faut, ainsi que je l'ai déjà fait remarquer 
aux n*** 50 et 37, que les expressions des quantités -cherchées soient, 
autant que cela est possible , composées par multiplication et par division , 
afin que l'emploi des logarithmes soit facile. Cependant M. Gauss, dans 
le tome XXVI de la Correspondance allemande de M. de Zach, page 498, 
a donné des moyens de suppléer à cette condition, et M. Matthiessen a 
publié à Al ton a , en 1817, une Table pour calculer promptement le loga- 
rithme fie la somme ou de la différence de deux quantités données seulement 
par leurs logarithmes. 

Quant à l'exactitude du calcul numérique, il faut que la quantité 
cherchée immédiatement subisse dans son état actuel les plus grandes 
variations possibles. S'il s'agissait d'un sinus par exemple, il faudrait 
qu'il n'appartînt pas à un arc fort près du quart de cercle; car, dans cette 
situation, les sinus croissant bien moins que les arcs, quelques unités 
d'erreur sur le logarithme dû sinus, déduit par une combinaison d'autres 
logarithmes dont le dernier chiffre est souvent fautif, en occasionneraient 
%une bien plus importante sur l'arc. Lorsqu'on doit employer un sinus à la 
détermination d'un angle, il est donc à propos que cet angle ne soit pas 

trop grand ; et c'est encore là un avantage que l'expression de sin - C (58) 

aura souvent sur celle de sin C. 
11 y aurait le même inconvénient à déterminer un petit arc par son 

TRICONOMKTRTK, lO^édU, 1 9* 
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cosinus; mais il n'en est pas de même des tangentes, parce que leur 
accroissement est toujours de plus en plus rapide. 

Je ferai encore observer ici que les cosinus et les tangentes , changeant 
de signe lorsque l'angle devient obtus (25, 24), ont, sur les sinus, quand 
on a combiné les signes dans le cours du calcul, suivant les règles de 
l'Algèbre, l'avantage de faire connaître si l'angle qu'on détermine par 
leur moyen est aigu ou obtus, ce qui est souvent utile, comme on peut 
le voir au n° S7. 

Ce que je viens de dire ne se rapportant qu'à l'emploi des Tables trigo- 
nométriques, il faudrait encore y ajouter les précautions qu'exigent la 
recherche et la mesure des données, précautions qui sont également né- 
cessaires pour la construction graphique : c'est de faire en sorte , lorsqu'on 
doit obtenir un point par l'intersection de deux lignes , qu'elles ne se ren- 
contrent pas sous des angles trop aigus ou trop obtus, parce qu'alors 
cette intersection, qui est toujours une petite surface, est plus large, et 
que , de plus , une petite erreur commise dans la direction des droites en 
occasionne une beaucoup plus grande dans le lieu de Fintersection. C'est 
d'après cette dernière remarque que, lorsqu'on forme sur le terrain, 
comme on le verra au n^ 40, des triangles pour déterminer la situation 
respective de plusieurs points , il faut que ces triangles n'aient pas des 
angles fort petits ou fort grands. 



NOTE C , pages 64 et 278 . 

• 

Si l'on supposait connues les expressions des coordonnées polaires ( 149 
et 188) dont on fait usage dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie, 
on en déduirait , par le même procédé , les équations fondamentales des 
deux Trigonométries. 

Ce procédé consiste à chercher l'expression de la distance de deux 
points, en les considérant d'abord sur un plan et ensuite dans l'espace. 
Soient M et M' {fg. l\i) ces points situés dans le plan BAC, pour'le pre- 
mier cas ; désignons par 9 et 9' les angles M AB et M'AB , par r et r ' les 
distances AM et AM', au point A , origine des coordonnées a; et j^ ; on trou- 
vera sans peiiie qu'au point M » 

X T= r cos ç) , y ■=-r sin 93 , 
au point M', 

x' = r'cos9', .r'= ''' sin 9', 

et , par conséquent, 

m5F' = (« — x')«H-(r — j'')' 

= (rcosy — r' 00s 9' )*-+-(/• sin 9?— r'siny')'. 

En développant et réduisant la dernière expression , au moyen des équa- 
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çj' -H cos 9' = I , sin f'* -+- cos p'* =l i , 



lions 

sin "'' -*- '*'^* '^^ "^~~ ï "•* <«" ■ <»/\e »-.'* — 
on trouvera 



MM' = r' H- r" — arr' (cos ^ cos y' 4- sin f sin y>' ) ; 
observant ensuite que 

cos f cos 9' -h sin 9 sin y' = cos (9 — 9' ) (11) , 



il viendra 



MM' =r'-|-r" — arr'cos(9 — 9'). 



Si maintenant on représente MM' par r", et Tangle ^ — ^' = MAM', 
par y", on aura 

r"* = r* -hr'* — 2 rr' cos y", 

c'estr*à-Klire Tune des équations (A) de la page i43 , où la lettre^c est rem- 
placée par la lettre r. 

Quand les deux points proposés , que je désigne toujours par M et M', 
sont rapportés dans Tespace, à trois axes rectangulaires, par les coor- 
données X , >-, r , x't j('f «', on a 

MM''= (x-.r')» 4- (r— >'')'-+- (a- «')• (184), 

et Ton se sert de la transformation du n^ 188; mais il faut substituer à 
l'angle nommé 6 dans cet article, son complément, c'est-à-dire Tangle 
compris entre l'axe des g et la droite menée par l'origine des coor- 
données , ce qui change sin en cos d , et vice versa. Continuant à repré- 
senter par r, r' les distances de l'origine aux points proposés, et par r" la 
distance MM', on aura 

X = r sin Ô cos 9 , ^ = r sin sin 9, 5 = r cos 6 , 
a:' = i'8iriô'co8 9', ^' = r'sîn Ô'8in9', «' = r'cos^', 



d'où 



(r sin ô cos 9 — r' sin $* cos 9')' 
-h (r cos — r' cos Ô')', 



.."« — ^ -H (r sin ô sin <f> — r' sin 0' sin 9')» 



valeur dont le développement 

; ' [sin 6* (cos 9* -h sin 9* ) -h cos 0* ] 
4- /• " [sin ô" ( cos 9'* H- sin 9'* ) H- cos $'* ] 
— 2 rr ' [sin Ô sin ^' ( cos 9 cos 9' -+- sin 9 sin 9') -h cos 5 cos 6' ] 

se réduit à 

;• "' = r' -h r '* — a rr ' [sin ô sin $' (cos 9 cos 9' -i- sin 9 sin 9') -+■ cos ô cos ô'] . 

Ce résultat ne diffère de celui qui se rapporte au plan que par le coeHScieut 
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de 2 rr', dans lequel on peut d'abord remplacer cos ç? cos ç?' -h sin y &in y' 
par cos (f — f');et comparant ensuite les deux expressions de r"*, 011 
obtiendra 

cos y" = cos 9 cos Ô' -h sin ô sin ^' cos (9 — 9') 

pour celle du cosinus de Vangle compris entre les deux droites données. 

Cela posé, si l'on conçoit maintenant que ces droites soient SM et 
SN (Jtg. 23), que SS' soit Taxe des g, et que du point«S comme centre, 
avec un rayon égal à l'unité, on ait décrit une sphère, les droites SS', 
SM, SN détermineront un triangle sphérique ABC, dans lequel Fanglo 
BSC, ou l'arc BC sera y", les angles ASB et ASC, ou les arcs AB et AG, 
seront 6 et 0', et enfin l'angle M'S'N', compris entre les plans projetants 
MSM', NSN', des droites SM et SN, ou l'angle A du triangle sphérique , 
sera 9 — y'. Alors l'expression de cos y" deviendra 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A , 

suivant la notation du n° 47, et sera la première des équations ( B ). 

On peut, au lieu des angles et 9, introduire les angles a, /3, -/ des 
équations 

X cos a X cos ^ 

3 cos y g cos y 

e n observant que , d'après la convention faite ci-dessus , y = ô , et qup , 
par conséquent,. 

r = rco8y, ^ = rcos/3, a: = rcosa. 

Pour une autre droite, on aurait 

r' = r'co8y', ^' = r'cos/3', r' = r' cos a' 



i 



et l'on trouverait le cosinus de l'angle des deux droites, tel qu'il a été 
obtenu sur la page 27G. 

Il faut remarquer en même temps les deux expressions de r"', parce 
qu'on en a besoin dans plusieurs applications importantes de l'analysé à 
l'Astronomie et à la Physique. 



NOTE D, page 98. 

Pour se rendre raison du principe posé au commencement de cet article, 
il faut considérer ce qui arriverait si l'on changeait l'unité à laquelle sont 
rapportées les lignes employées dans les calculs de la question. Il est 
évident que si l'on prenait une unité qui fût double, triple, etc., de la 
première , les nombres qui expriment les lignes deviendraient deux fois , 
trois fois, etc., plus petits que parla première utiité; qu'au contraire, ils 
deviendraient deux fois, trois fois plus grands si la nouvelle unité était 
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deux fois , trois fois plus petite que là première. Les aires éprouveraient 
des changements analogues, marqués par le carré du rapport des deux 
unités linéaires, et ceux des volumes le seraient par le cube de ces rap- 
ports. 

Cela posé , pour mieux fixer les idées , concevons qu'il n'y ait dans la 
question que trois quantités connues a, b, c, et que l'inconnue x soit 

P 

représentée par la fraction -> où P et Q soient des expressions entières 

en a y b, c f ce qu'il est toujours possible d'obtenir par des réductions con- 
venables ; enfin désignons par a', b', c', x' les nombres résultant des chan- 
gements d'unité dans la mesure des lignes : l'expression de la nouvelle 

P' 

inconnue sera x' = — ,» P' et Q' étant composés en a', b', c', comme P et Q 

le sont en â , &, c , puisque , par la supposition , la ligne prise d'abord pour 
unité ne fait point partie des données du problème , et n'entre point dans 
le calcul algébrique de l'inconnue. Si le rapport de la seconde unité à la 
première est n , et que x soit une ligne , on aura en même temps 



azsina', b = nb\ c = nc\ x=nx'. 






P P' 

11 faudra donc que ta = " 7y » ce qui ne saurait arriver à moins que P et Q 

ne soient homogènes en a, &, c, et qu'il n'y ait dans P un facteur de plus 
que dans Q , puisque la lettre n n'entre dans ces quantités qu'avec les 
lettres a , i, c , au degré marqué par la somme des exposants de ces 
lettres. 

ûb 

Soit pour exemple l'expression x = 7 (^} > on aura d'abord 

a'b' 
t' = -; — » et le changement de a et de & en nn' et nb\ dans l'expres- 
sion de X , donnera 

n^a'b' a'b' 



na' H- nb* ~' 



n —. — =1 nx' 



a' 



Il est bien aisé d'étendre ces raisonnements aux expressions d'une ligne 
dépendante d'un nombre quelconque d'autres lignes. Quant aux expres- 
sions des aires et des volumes, il faut observer de plus que pour les 

P P' P P' 

premières on doit avoir - = «' — , et pour les secondes ^ = «• — ; 

mais, dans tous les cas, il faut que P et Q soient des quantités homo- 
gènes , pour qu'il ne reste pas des puissances diverses de n dans les diffé- 
rents termes do P et de Q, lorsqu'on les déduit de P' et de Q'. (/^ dois 
cette remarque à Deflers , maître de conférences à l*Lcole normale , et qu'une 
mort prématurée a enlevé aux Mathématiques, qu'il cultivait d'une manière 
distinguée. ) 
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98 NOTES. 



NOTE E, page 264. 

Dans son Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les 
problèmes de Géométrie (page 89), M. Lamé a présenté, sous une forme 
symétrique et homogène, l'équation du plan, sans y ^introduire aucun 
coefficient superflu : cette forme est 

X jr z 

--+■1 -h- = i. 
a b c 

Les quantités a^h^c sont ce que l'auteur appelle les paramètres du 
plan; elles expriment les distances entre Toriginc des coordonnées et les 
points où le plan rencontre les axes des x, des y et des z. 

On s'en assure en faisant successivement nulles deux des trois coor- 
données ( i7«> ) , ce qui donne la valeur de la troisième , au point où le 
plan proposé coupe Taxe sur lequel cette coordonnée est comptée. En 

posant, par exemple, x = o, j' = o, l'équation ci-dessus devient - = i 

c 

et donne « = c ; c'est, sur la fg. 73 , la distance AE. On y marquerait les 

deux autres en prolongeant, jusqu'à leurs rencontres respectives, les 

droites G"E et AB, G^'E et AC, et l'on formerait ainsi une pyramide ayant 

son sommet au point A, et sa base sur le plan G"EG'" prolongé derrière 

l'origine A. 

La nouvelle équation du plan étant comparée avec 

AxH-BrH-C»-HD = o, 
mise sous la fornic 

ABC 

-"d'""d^-d' = '' 

on en déduira 

« = -? fc — — 5 -_Ç 
"~ a' — b' '^'~ c* 



jet par là on changera aisément les expressions du texte dans celles qui se 
rapportent à la forme employée par M. Lamé. 

La ligne droite est représentée d'une manière semblable par réquatioii 



X 



- -4-7 = »; 

a b 

ti et h désignent les distances entre l'origine des coordonnées et les points 
j.»ii cette droite rencontre les axes des x et dos y : sur la Jig. 35 , 

rt = A/, i = AD. 

Il en est do mémo dos équations 

x^ j' 



b' ' 6' ~ ' 
•r* y' 



~.-p = ^ (128), 
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appartenant à l'ellipse et à l'hyperbole rapportées à leur centre, et en 
général des lignes et des surfaces comprises dans les équations 



a 






a ja 



x« yof. *« 

1 1 =1. 

a» fc« c« 



M. Lamé, en faisant cette remarque (pages lo} - loG de son ouvrage), 
a reconnu que Téquation 



'= I 






exprimait la parabole , et l'équation 






b' 



ou 



l'hyperbole. 
L'équation 



a b 

X jr 



x« X* «• 



se rapporte aux surfaces du second degré dont il est parlé au n^^ 190. 
Voyez d'ailleurs mon Traité du Calcul dijférentiel ^t du Calcul iiuégral, 
tome m, pages 638 et 64^- 



FIN DES NOTFS. 
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